: 


ة الهيال 


نان 
fundamentals‏ 
0f cumnlex‏ 
analysis‏ 


ا 


E 


هل هاه ها هاف و فاع قافا و ود وه هد هد واو .اواو .د .دا واو .ا مد مد مد مهد ما مه 


الفصل الأو ل - الأعداد المركبة (Complex Numbers)‏ : 


١-١ 
5-١ 
۳-١ 
٤-١ 


0-١ 


الفصل الثاني 7 


١- 
۲-1 
۳-۲ 
4-۲ 
0-۲ 


الماهية الحبرية للأعداد المركبة Bees‏ 
الماهية التحليلية للأعداد المركبة 0 000 
الشكل القطبي للأعداد المركبة ENE‏ 
جذور وقوى الأعداد المركبة ا مقر ا ا 
المستوي المركب 200000 eS Ves‏ 
الدوال المركبة (Analytic Functions)‏ : 

الدوال المركبة ON E‏ 
النهاية والاتصال E RETO‏ 
الدالة التحليلية SERT KS e‏ 
معادلتا كوشى ‏ ريمان De‏ 00 
الدوال التوافقية وتطبيقاتها 


الفصل الثالث ‏ الدوال الأساسية (Elementary Functions)‏ : 


1-۳ 
وكين 


الدالة الأسية [ [ 1 521111011 
الدالة اللوغاريتمية eS,‏ 


عا لأسن المركية سم ees‏ ا 


ع الدوال المثلثية ع لمم وا ا م ذا 
ه الدوال الزائدية VE AS‏ 


الفصل الر ابع - التكامل المركب  (Complex Integration)‏ : 


A التكامل المركب وتكامل المسار ا‎ ١ ٤ 
5١ .... نظرية كوشي - كورسات والاستقلالية عن المسار‎ ۲٠ ٤ 
ل‎ ESSE نظرية كوشي للتكامل‎ ٣ ٤ 
نتائج نظرية كوشي للتكامل اي ا ا‎ ٤ ٤ 
1 ا‎ mae تطبيقات جوف واج انها لابوا ها الوا و جا مط‎ ۵ 


الفصل الخامس 5 تمثیل الدوال التحليلية بالمتسلسلات : 


(Series Representation of Analytic Functions) 


ه١‏ التتاليات والمتسلسللات اتوك FOO EEA‏ 
٥۔۲‏ متسلسلات القوى وأ لجا واد لماو اع VO rd‏ 
ه ۳ متسلسلات تايلور وماكلورين eos‏ ال و TAN‏ 
٤ ٥‏ متسلسلات لورانت 0000000 اا 
هه الأصفار والأقطاب والنقاط المتفردة ende‏ ا 


الفصل السادس - نظرية البافي (Residue Theory)‏ : 


١-5‏ نظرية الباقي 1 اا 
> - ۲ التكاملات المعتلة للدوال النسبية Oe‏ 
٦‏ ۳ التكاملات المعتلة لدوال نسبية ومثلثية وتكاملاتمثلثية.  ٠٥۹‏ 
٤ 5‏ التكامل على كانتور مثلم (مسنن) VO odes‏ 
1-ه التكامل حول نقال الفروع للدوال متعددة القيمة ... ٠۹۰‏ 


الفصل السابع الدوال المطابقة (المشاكلة) :(Comformal Mapping)‏ 


۷ الاستمرار التحليل و ا ا اام ا N‏ 


الدالة المطابقة (المشاكلة) 1 1 1211111111 
تحويلات مزدوجة الخطية SRR SA‏ اب كوه 


تحویل شوارتز - كريستوفل امم هابشا اام ا يع 
تطبيقات فيزيائية للدوال المطابقة ا 


واه ها وه وا قاع هاوه .ا قا هد فاه شاع عاو واو وده دواع مد ود واو و وا و و .6 م 


المقد مس 


انطلاقاً من شعوري بواجبي ومسؤوليتي تجاه الأجيال فقد أخذت على نفسي 
أن أقدم لهذه الأمة خلاصة خبرتي في مجال تخصصي ومجال تدريسي في الجامعات 
العربية لسنوات عديدة لا تقل عن عشر سنوات. فكان هذا الكتاب بإذن الله 
وتوفيقه خطوة على الطريق ولبنة في البناء نضعه بين يدي القارىء العربي ليكون 
وطلبة. 

كان هذا الكتاب مشروحاً باللغة العربية ليسهل تناوله وهضمه من قبل 
القارىء العربي ولكن جعلنا المعادلات بالرموز اللاتينية حتى يتمكن القارىء من 
الاتصال بالمراجع الأجنبية خاصة أولئك الذين يتقدمون في دراستهم فوق 
مستوى البكالوريوس حيث إننا نعيش في شبه مرحلة إنتقالية بين الاعتهاد الكل 
على المراجع الأجنبية وبين الاعتماد الذاتي الجزئي. وحتى يكتب الله لأمتنا 
الاعتماد على ذاتها كلياً بتشجيع حركة التأليف والترجمة باللغة العربية كاملاً فإن 
هذا الكتاب سيثري المكتبة العربية العلمية بالمؤلفات العلمية التخصصية إن شاء 
الله . 

إن ال هدف من الكتاب هو تغطية المنهاج الذي تدرسه الجامعات العالمية في 
مقرر التحليل المركب في مستوى السنة الثالثة فقط لذلك جعلناه سبعة فصول 
يتناول الفصل الأول تعريف الأعداد المركبة وخصائصها وخاصة فكرة جذور 


١١ 


العدد المركب. أما الفصل الثاني فقد خصص للدوال التحليلية وخصائصها 
(وهي الدوال القابلة للاشتقاق) وخاصة معادلتى كوشى ‏ ريمان وكذلك الدوال 
التوافقية وعلاقتها بالدوال التحليلية . ا 

ولقد بحشا خصائص بعض الدوال المشامة للدوال الحقيقية الأولية 
(الأساسية) مثل الدالة الأسية والدالة اللوغاريتمية والدوال المثلثية والزائدية 
وركزنا على خصائص هذه الدوال المركبة التي تختلف عن تلك اثيلاتها الحقيقية . 
كل هذا عرض في الفصل الثالث. 

أما الفصل الرابع فيبدا بتعريف التكامل المركب ويتدرج في إيجاد الحلول من 
أبسط الأنواع حتى يصل إلى تكامل المسار على 0 مغلق وبسيط ويناقش 
نظرية ريمان للتكامل ونتائجها. 

إن متسلسلات القوى المركبة تلعب دورآ هاما كذلك في الموضوع عامة 
وخاصة في تمثيل الدوال التحليلية . وركزنا على تمثيل الدوال بمتسلسلات تايلور 
وماكلورين وكذلك متسلسلات لورانت وتم نقاش أنواع الأصفار والأاقطاب 
فكان ذلك مادة الفصل الخامس . 

أما الفصل السادس فيتناول نظرية الباقى التى تمكن من إيجاد قيمة تكامل 
المسار على كانتور يحتوي بمنطقته الداخلية أكثر من قطب واحد. وكذلك ناقشنا 
كثيراً من التكاملات المعتلة والتكاملات المثلثية التى يصعب (أو لا يمكن) إيجاد 
قيمتها بالطرق التقليدية المعروفة في التفاضل والتكامل وكيفية إيجاد قيم مثل هذه 
التكاملات كتطبيق على نظرية الباقي . 

وأخيراً تناولنا فكرتي الاستمرار التحليلي والدالة المطابقة» في الفصل السابع 
وأفردنا بندين من هذا الفصل لنوعين هامين من الدوال المطابقة الأول التحويل 
مزدوج الخطية والثاني تحويل شوراتز - كريستوفل. ثم عرضنا وصفاً للأفكار 
الفيزيائية مثل التوزيع الحراري والجهد الكهربائي والمغناطيسي وتدفق السوائل 
كتطبيقات للدوال التحليلية خاصة المطابقة وتحويل شوارتز - كريستوفل ‏ أقول 
وصفاً وليس تحليلا رياضياً لأننا آثرنا أن نشير إلى وجود التطبيقات الفيزيائية 
والهندسية للموضوع وعدم إهمال هذه الإشارة استكمالاً للكتاب حيث إن 


۱۲ 


هدف الكتاب كما ذكرت على الأقل في طبعته الأولى هو تغطية المنباج الذي 
يدرس في الجامعات في مقرر التحليل المركب ولا أعتقد أن أي أستاذ يمكن 
تغطية الفصول السبعة كاملة بشكل عميق وجاد لكثافة المادة وقصر زمن المقرر 
وهو الفصل الدرامي التقليدي . 

هذا ما أردت قوله بين يدي الكتاب راجياً من القارىء وأحص زملاء المهنة 
الأساتذة الذين يدرسّون مثل هذا الكتاب ألا يبخلوا علي بملاحظاتهم 
ونصائحهم وتصويباتهم فهذا العمل جهد المقل وجهد بشر يتصف بصفة البشر 
من القصور وظهور الثغرات. وإنني إن شاء الله أكون شاكراً لهم على 
ملاحظاتہم ونصائحهم وأعدهم إن مد الله في عمري أن آخد بتلك الملاحظات 
والتصويبات في الطبعة الثانية للكتاب وأدعو الله لهم بالتوفيق. ورحم الله امرىء 
أهدى إلى عيوب . 

والله من وراء القصد TEE‏ 


الفصل الأول 


الأعداد المركية 
COMPLEX NUMBERS‏ 





١٠-١‏ للاهية الجبرية للأعداد المركبة 
۲-١‏ الاهية التحليلية للأعداد المركبة 
۳-١‏ الشكل القطبى للأعداد المركبة 
4-١‏ جذور وقوى الأعداد المركبة 
| 


المستوي المركب 


الفصل الأول 


الأعداد الركبة 


Complex Numbers 


لعلّ ما ييز العدد الحقيقى أن مربعه موجب دائماً وبالتالي فإنه من المعروف 
أنه لا يوجد حل للمعادلة 2- = × في مجموعة الأعداد الحقيقية. من أجل 
ذلك كانت هناك ضرورة لتوسيع حقل الأعداد الحقيقية لنحصل على حل لثل 
هذه المعادلات الجبرية» فعرّفت الأعداد المركبة. هذا التعريف يتضمنه البند 
الأول من هذا الفصل بالإضافة إلى الخصائص الجيرية لمذه الأعداد. أما البند 
الثاني فخصص لعرفة الماهية التحليلية للأعداد المركبة. وعرضنا شكلا خاصاً 
للأعداد المركبة يسمى الشكل القطبي في البند الثالث» وكذلك بحثنا قوى 
وجذور الأعداد المركبة في البند الرابع. أما البند الخامس فخصص لدراسة 
بعض الخصائص التبولوجية لمجموعات جزئية من الأعداد المركبة . 


١-١‏ الماهية الجيرية للأعداد المركبة: 


تعرّف مجموعة الأعداد المركبة والتي يرمز لها بالرمز © بأنها حاصل الضرب 
الديكارتي لمجموعة الأعداد الحقيقية ۴ في نفسها أي أن: 
{(x,y):x,y ER}‏ 8-2 »8 د 6 ...1ل 
تعرّف عمليتا الجمع والمضاعف العددي لعناصر المجموعة © كما هي في 
الأزواج المركبة فيكون الجمع بجمع المركبات المتناظرة والمضاعف العددي 
بضرب كل المركبات بالعدد المعنى وبالرموز يكون : 


۱۷ 


(-1).... 5, ¥) + (a, b) = (x + a, y + b) 
("-۱).... a (x,y) = (ax, ay) 


لكل : ( ,×) , (ط )a,‏ في © و» في 8. 
ويمكن القول إن النظام الجبري الثلائي ٠(‏ ,+ ,©) يمثل فراغآ خطيا . 
كما يكن تعريف عملية الضرب لعددين مركبين بالمساواة التالية : 
١ (a, b) = (ax - by) , (xb + ay)‏ (,6 ...)4-1( 


وبهذه العملية تصبح المجموعة (ء ,((0 ,0)) - © = )٥”‏ زمرة تبديلية أي 
تحقق الصفات التالية : 


: عملية الضرب عملية تبديلية‎ - ١ 
(x, y) * (a, b) = (a, b)* (x, y) 

: عملية الضرب عملية تجميعية‎ - ۲ 
(x, y) * (a, b) ١ (e, d)) = (x, y) ١ (a, ((ط‎ ١ (e, d) 

۳ يوجد عنصر نظير ضربي وهو: 
(1,0) ....١١-ه)‏ 


٤‏ - لكل عنصر (ر ,*) في ٥‏ يوجد نظير ضربي له وهو* (ل ,×) حيث: 








xX ¥‏ 1- : 
6-5١١... (x,y) - ) + 0 0‏ 
ونترك التحقق من هذه الخصائص تمريناً للقارىء. 
وإذا مثلنا الأزواج المرتبة من الصورة (0 ,») بالعدد الحقيقي × فإنه يمكن 
تمثيل أي عدد مركب على الصورة التالية : 


2- (x, y( = (x, 0) 1 (0, y( 
= x(1, 0) + y(0, 1) 


ومن خصائص العدد المركب (1 ,0) أن: 
(Y-1).... (0, 1° )0, 1( = )-1,0(‏ 
فإذا رمزنا للعدد المركب (1 ,0) بالرمز 1 فإن : 
1- = (1,0-) = (0,1) ° (0,1) = 7 .... )۱-^( 
أي أن 1- ۷ = 1» ويسمى العدد التخيلي بالتالي يأخذ العدد المركب 2 
الصورة التالية : 
ر + z= )x, y( = x‏ ....(4-۱) 
حيث أن : 
2س x= Re.z , y=‏ ....)1-*°( 
أي أن الجزء الحقيقي من العدد المركب 2 هو × والجزء التخيلي من العدد المركب 
2 هولا. وإذا كان 0 = × فإن ال = 2 عدد تخيلي خالص وإذا كان 0 = ر فإن 
× = 2 عدد حقيقي خالص . وعليه فإن مجموعة الأعداد المركبة تعرف كا يلي : 
تعريف :١‏ 
مجموعة الأعداد المركبة € معرفة بالمساواة التالية : 
(1ح/ة = C= {x + yi:x,y ER,i‏ 
c) + (b + d)i‏ غ (a + bi) 2 (c + di) = (a‏ 
(a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i‏ 
a (a + bi) = (aa) + (ab)i‏ 
وما تقدم نستنتج أن النظير الجمعي للعدد المركب اط + 8 هو ف - -a‏ وأن 
النظير الضربي له هو ار + × حيث إن: 
a 5b‏ 


a” + 67 a” + 67 








1 ڪاو + ع .... )۱-۱( 


14 


أما قسمة العددين المركبين اط + 2 ,ذل + ع فهى : 


a + bi 
= (a + bi) (x + yi) 
c+ di 
حيث إن ار + × يمثل النظير الضربي للعدد نك + » أي أن:‎ 
a + bi (a + زط‎ | c 5 -0 1 
= (a + bi س‎ u 
c+ di ¢7 + ق‎ ¢ + 
ac + bd bc ~ ad 
SET O ال‎ 
c +d cC +d 
:١ مثال‎ 
:× + أكتب الكسر التالي على الصورة آلا‎ 
)2 - 3 + )5 + 2( 
)-1+ 21) (1 + Ù 
الحل:‎ 
بتطبيق مفهوم جمع وضرب وقسمة الأعداد المركبة نجد:‎ 
)2- 3( + )5 + 2( 7-1 
(-1 +2) (1 +Ù وت‎ 


1( + 3-)(7-1) = 
eT‏ 
(زه - 22-) حلب - 


11 2 


اسح اسن امج ع 


5 5 


Y۰ 








١- | ثمارين‎ 


تحقق من الخاصية التبديلية )١(‏ للأعداد المركبة . 
تحقق من الخاصية التجميعية (۲) للأعداد المركبة . 
بين أن 1 ۷2 وا¡ ۷27 - جذران للمعادلة المركبة: 
0= 2 + 22 
ِينْ أن ¡ ۷272 + 1- جذر للمعادلة المركبة : 
0 = 22+3 + ”2 


بين أنه لأي عدد مركب 2 إذا کان 0 < 1۸۰2 فإن 0 > ( ل ) Ime‏ . 


بن أله لأي عددين مركبين ,2 ور إذا كان كل من ,2 + ,2 وية * ,2 
عدداً حقيقياً سالباً فإن كلا من ,2 و ر2 عدد حقيقى . 

برهن أنه لأي عددين مركبين ,2 و ر2 إذا كان 0 = ر ٠‏ ,2 فإن ,2 أو ي2 
أو كلاهما يكون صفراً . 

إذا كان 1 + 2 = ,2 و21 - 1 = ر2 و 31 + 5 = ,2 أحسب قيمة ما يلى : 


ت 





و2 ° 21 بد و22 
1- + 3 
ےہ س 2 2 2 50 2 2 
7 2 
2 2 
هدب a‏ و - 5 
3 2 2 
Z2 1‏ + 21 2-2 
e 22 23 0‏ 23 
ا 0 
برهن ال : 


أ د ۰2[ + (12) ۰ ۸ لأي عدد مركب 2. 


۲١ 


ب 13١ )2( = R۰7‏ لأي عدد مركب 2. 
1~ 
سے ست 1 


: إذا كانت ,2 ,... ,ر2 ,2 أعداداً مركبة فتحقق من أن‎ - ٠ 


Re. (Z2, [- 8 Rez, کے‎ 


k=} 1 


n 


س٠)‎ Za, )=Z m-a, اب‎ 


k=1 k=} 


۲۲ 


: الماهية التحليلية للأعداد المركبة‎ ۲-١ 


ما تقدم في البند السابق تبين لنا أنه يمكن أن ننظر للأعداد المركبة على أنها 
مجموعة النقاط التى يتكون منها المستوي الديكارتي ۴ × 18 وعليه يكن دراسة 
الخصائص التحليلية والهندسية للأعداد المركبة» فيمكن أن نعتر أن العدد 
المركب يمثل متجهاً يحدّد بقيمة واتجاه» وكذلك يمكن أن نفسّر جمع الأعداد 
المركبة وطرحها وضريها هندسياً, وفي هذه الحالة يسمى المحور × بالمحور 
الحقيقي والمحور لا بالمحور التخيلي . 






)2,3( = 2 + 31 


ا (3,2-) = 2 + 3- 


)١( شکل‎ 


أما طول المتجه الذي يمثل العدد المركب فيسمى القيمة المطلقة للعدد المركب 
أو مقياسه وهو معرف فيا يلي : 
تعريف ۲ : 

القيمة المطلقة أو مقياس العدد المركب آلا + × = 2 والذي يرمز له بالرمز 
| 2 | معرف بالمساواة التالية : 


۴ 


تر ب )5-1١١....| | > ۷V‏ 
وكذلك انعكاس المتجه (الذي يشل العدد المركب) في المحور الحقيقي × 
فيسمى المرافق المركب وهو معرّف فيا يلي : 








تعريف ۳: 
ومعرف بالمساواة: 
=x ¬ yi‏ ۳-۱)....7\( 
مثال ۲: 
لیکن 21 - 5 = z2‏ و1 + 3 = س جد ما يل: 
Î‏ رايا ب - |w|,|2|‏ 
Ww 1‏ 2 
جد کڪ 5 am‏ 
Ww‏ س w‏ 
Www‏ 
ها | 223 و WZ‏ 
الحل: 
ان 5 - || , |w| = V1‏ 
ب 09 - |2 | , V10‏ - | ب | 
ا کے ا 
w 10 1 5-7‏ 
وكذلك: 
: م 3-1 0 Ww‏ 
10 10 10 0 


لاحظ أن : 








W 1‏ 
سس ركس 
Ww‏ 
د - من الملاحظة السابقة نجد أن: 
Zz _ ZW 1‏ 
E ST‏ عست كا 0 
WW‏ 
11 _ 13_ _ 
7 10 10 3 
هم 29 = 27 لاحظ أن 29 = 2| 2 | كذلك. 
و 20 - 5) (¡ + 3) = Wz‏ 


= )17-1( =17 +i 


لاحظ كذلك أن: 


أي أن : 





Wo 


5 
1 
NI 


النظرية التالية تجمع بعض الخصائص التحليلية للإعداد المركبة : 
نظرية ١‏ : 

لأي عددين مركبين 2 ,س فإن: 
أ د 2|- 2ج 
ب - |z||w|=|zw|‏ 


ج د [2|-|2| 








ط د 7= 7 

فى کے = (ے) 
w 7‏ 

الرهان: 


نبرهن الفروع أ دء ق ونترك إثبات بقية الفروع تمريناً للقارىء ولإثبات أ 
نقول باستخدام تعريف ۲ وتعريف ۳ نجد أن: 
2 = ثر + * د | | 


ولإثبات د فإن: 





1 5 E 
× + ر + × ر‎ 
: بينها‎ 
2 5 Xx ¬ yi Xx ¬ yi 
e 2 2 
ZZ | z | x+y 
NEE N E 
7 هماد‎ 
Ey × + ر‎ 2 


۹ 


ولإثبات ق نقول إن : 

















نباك 5 6 1 5-5 


2 377 Ww 


= = 7° 


lw ww 








اہ | | 


وتوو ت 
احداها المتباينة المثلثية . 


نظرية ۲ : 


لأي عددين مركبين ألا + × = 2 وأا + و = ۷: 


Re‘z<|z| <| Re‘z|+|Im‘z| - Î 
lz+w|s|z|+|w| - ب‎ 
ج - |« :| > || «|-|2ا|‎ 

الرهان: 


لبرهنة المتباينة المثلثية (ب) نستخدم فرع أ من النظرية السابقة لنقول: 
(z+ WJ (TFW )‏ = | بع + | 


= ZZ +ZW +wZ ل‎ 


| +zw +zw + | w | 


= | z |” + 2 Re (ZW ) + | w | 


وبتطبيق الفرع أ من نظرية ۲ ينتج أن: 
<|z|”+2|zw |+| w |‏ | سباع 


<(lzl+lw|) 


۲¥ 


وبأخذ الجذر التربيعي للطرفين نحصل على المطلوب . 
نترك إثبات الفرع (أ) تمرينا للقارىء ونعطي برهاناً جزئياً للفرع (ج)ء 
لذلك نفرض أن س + 2 = » في المتباينة المثلثية ونعوض بدلا من ۷ قيمتها 
2 - » = ۷ لنحصل على ما لي : 
| 2-»|+|2|>ا»ه!| 
ومن ذلك ينتج أن: 
|2-»|>|2|-|»| 
ويمكن أن نبرهن (انظر تمرين ٥‏ من تمارين ١‏ - ۲) أن: 
|*|-|»|>|ه-ه|- 
وبتوفيق النتيجتين نستنتج أن : 
2ع »|»> -|a-z|s<s|a|-|z|‏ 
أي أن: ۰ 
llal-|z|l|s|a-z|‏ 


مثال“: 


بين أن النقاط التي تحقق المعادلة 2 = | 2 | تقع على حيط دائرة نصف قطرها 
2 ومركزها نقطة الأصل . 


الحل: 


بتعويض ما تساويه القيمة المطلقة بدلالة المتغيرين × ولا في المعالة 2 = | 2 | 


نجد أن: 
2= 2ن + Vx‏ 
x + =4‏ 


۲۸ 


وهذه معادلة دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 2. 
وبشكل عام فإن المعادلة : 
> إلى -3|....١١-؛4)‏ 
تمثل معادلة دائرة مركزها (ملا ..*) = م2 نصف قطرها ۲ لأن المعادلة تكتب 
بالصيغة : 
(x - x + (y - yo) =F‏ 
مثال ٤‏ : 
صف مسار نقطة تتحرك بحيث تحتق المعادلة : 


|z-2|=|z+i| 


الحل: 

النقطة التى تتحرك بحيث تحقق المعادلة | 1 + 2 | = |2 - 2 | يكون بعدها 
عن النقطة 2 مساوياً دائماً لبعدها عن النقطة 1 وبالتالي يكون مسار هذه النقطة 
هو الخط المستقيم السمودي والمنصف للقطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين 2 


و1. 





|z - 2| = | + ¡| 


شكل (۲) 


۲۹ 


مثال ه١٠‏ 


صف مسار النقطة التي تتحرك بحيث تحقق المعادلة : 


| م1 = :| + ع‎ ٠ (z+ 2(( 


الحل: 
نحؤل المعادلة إلى الإحداثيات المستطيلة (الكارتيزية) : 
x + (y +1)” = y + 2 1‏ 
ومن ذلك ينتج أن : 
x+y +y =1‏ 


ومن ذلك فإن: 


دم 


1 2 
(y+ + 
EGE ES =1 
4 


لم 





ہ|ج 


وهذه معادلة قطع ناقص ` (Ellipse)‏ . 
مثال :٦‏ 

بين أنه إذا كانت النقطة 2 على محيط دائرة نصف قطرها 2 فإن: 
أ +2z—-1|<9‏ 27| 


1 


1 
قات لجاب .س 
1 7 |21| 


الحل: 
حيث إن النقطة تقع على حيط دائرة نصف قطرها 2 فإنها تحقق المعادلة : 
2|>2| 


۳٠ 


ومن ذلك وباستخدام المتباينة المثلثية نحصل على ما يلي : 
|27+2z2-1|<s|z7+2|z|+1=9‏ 
وباستخدام المتباينة (ج) من النظرية ۲ فإن: 
7-|1-:2-1<||2| 
وبذلك يكون: 
1 


1 
لمم مت 
l7 -1| 7‏ 


۳١ 


تمارين ١‏ -؟ 


اعتماداً على أن العدد المركب يمكن أن ينظر إليه كمتجه. أعط تفسيراً 
هندسياً لجمع الأعداد المركبة» طرحهاء وضرب الأعداد المركبة بعدد 
حقيقي موجب. بعدد حقيقي سالب. 

أعط كذلك تفسيراً هندسياً للنظير الجمعي للعدد المركب. النظير الضربي 
للعدد المركب» حاصل ضرب عددين مركبيين وكذلك قسمة عددين 
مركبين . 

برهن الفروع ب. جب هي وء زء حي ط من النظرية .١‏ 

برهن الفرع أ من النظرية ۲ . 

أكمل برهان الفرع ج من النظرية ۲ . 


Im‘z <| Im‘z| <| z | : برهن أن‎ 

لأي عدد مركب 2. 

أ - برهن أن 2 = 2 إذا وإذا فقط كانت 2 عدداً حقيقياً خالصاً. 

ب - برهن أن 2- = 2 إذا وإذا فقط كانت 2 عدداً تخيلياً خالصا . 

أ - برهن أنه إذا كانت 2 ٠‏ 186 = | 2 | فإن 2 عدد حقيقي موجب. 

ب رفن أن د 2 إذا وإذا فقط كانت 2 إما عدداً حقيقياً 
خالصاً أو عدداً تخيلياً خالصاً . 

لأي عدد مركب 2 برهن أن: 


|Re‘z|+|Im‘z|s V2 |z| 


٠‏ - برهن أنه إذا كانت 1 > z‏ وكانت 1 = | 2 | فإن: 





2 
1=) )ع2 
1-2 


يفن 


-١١ 


-١ 1 


-3* 


ا٤‎ 


8 
بين أن لأي مجموعة من الأعداد المركبة م2 ,... ,ر2 ,21 فإن: 
أ د م2 + ... + و2 + 2= ,2+ ... + )2+ Z2‏ 


ب ° 515256 2 °2 .2° 


ج لأعدد عدد مركب 2 فإن: 


n 


27" =z , NZ =nz 


صف مجموعة النقاط التي تحقق الشرط الوارد في كل مما يلي : 


|22+ 31-4 ب د‎ Re‘z=-—1 د‎ Î 

|z|=Re‘z+3 د د‎ |z-2+i|=1 جد‎ 
|2 +1|>2 ود‎ 2|z|=3|z+1|  ه‎ 
|z-2|=|z+3i| ح د‎ Im*z<5-2 _ j 
z-Z2i|+|z+2i|=0  ي‎ Re‘[z(1+i)]=0 ط د‎ 


ب أن الأعداد المركبة التالية تمثل رؤوس مثلث متساوي الأضلاع : 
z=(1+ [1 , w=1+i , s= -1+[‏ 
إذا علمت أن: 
(22-1) 4 + 7) = 4 - 37 باج 
بين أن : 


أ - إذا كانت 2 تقع على الد'ئرة 2 = | 2 | فإن: 


2 3 4 1 
1|<0- ج qAZ+‏ 
ب د إذا كانت 2 تقع على الدائرة 3 = | 2 | فإن: 
ا يي جد 
10 |4 - 32 + ثج| 


۳ 


ها أ بين أن المعادلة 1= تو تير يمكن أن تأخذ الصيغة: 


z7” +7 =2‏ 
£ 
ب - بين أن المعادلة 1= × يكن أن تأخذ الصيغة: 
z” - 7? = 4‏ 


۳٤ 


5-١‏ الشكل القطبي للأعداد امركبة: 


يمكن استخدام الإحداثيات القطبية 0 ٣,‏ للتعبير عن العدد المركب 2 ليأخذ 
صيغة تسمى الشكل القطبى لنعدد المركب. حيث إن: 
y7‏ + ردت , y=rsin0‏ , 50 عع 
ينتج لدينا: 
z = x + yi = r (cos 60 + isin @),‏ 
حيث |2| = ا. وبالتالي فإن: 
(\o-1)....z=r(cos0 +isin 0) , |z| =r‏ 
تسمى 8 السعة الزاوية للعدد المركب 2 وبالرموز 2 2:8 = 6 ويا أن قيمة 0 الى 


تحقق )١6 ١(‏ ليست وحيلة بسبب كون 0 وزو و0 05© دالتين دوريتين 
ودورتهها 27 نحتاج إلى تحديد قيمة 0 بدورة واحدة حسب المتباينة التالية : 





0=tan "(> )‏ , م>0>م-.... دكن 
وعندها تسمى قيمة 0 تلك السعة الرئيسية للعدد المركب 2 وبالرموز: 
Arg z‏ = ل 
أي أن العدد المركب 2 يأخذ الصيغة : 
(cos (| + 2n 7) + i sin (¢ + 2n 7))‏ | 2 | - 2 . . . . )1۷-1( 
حيث إن 7 > و > جد , ...22 n=0, t1,‏ 


النظرية التالية تلخص بعض خصائص السعة الزاوية للعدد المركب. 


نظرية ۳: 


نفرض أن 2 و س عددان مركبان فإن: 


arg (Zw) = arg 2 + arg W ا‎ 
arg (Z/w) = arg z — arg w 5 ب‎ 
arg (1/Z) = - arg z ج‎ 
arg (Z) = - arg 2 دل‎ 

الرهان: 


حسب الشكل القطبي للعدد المركب (الصيغة ))٠١ ١‏ فإن: 
+isin 0( .‏ 0 05») | 2 | - 2 
w | (cos y + i sin.y)‏ | ع w‏ 
حيث إن 0 و ب هما السعة (الزاوية) للعددين 2 و على الترتيب. 
نجد حاصل ضرب العددين وهو: 
zw = | 2 | | w | ((cos 0 cos y - sin 6 sin y) +‏ 
i (cos 0 sin y + sin 0 cos +)‏ + 
))ہ + 6) w | (cos )6 + vy) + i sin‏ | | 2 | = 


لفن 


وعليه فإن السعة الزاوية للعدد المركب 28 هي ب + 0 أي أن: 
arg (Zw) = arg 2 + arg w‏ 
(وبالتمثيل المتجه للعدد المركب يتبين لنا أن المعنى المندسي لضرب عددين 
مركبين يتمشل بضرب القيمتين المطلقتين للعدين مع دوران عكس عقارب 
الساعة لأحدهما مقداره سعة العدد الآخر. انظر الشكل .)٤(‏ 





)٤( شكل‎ 


أما تأثير حاصل ضرب القيمتين المطلقتين للعددين المركبين فهو تكبير أو 
تصغير لمقدار أحد العددين المركبين اعتماداً على كون القيمة المطلقة للعدد 
المركب الآخر أكبر أو أصغر من 1). وهذا ينبي إثبات الفرع أ. 

يمكن أن نوظف الفرعين أء ج لإثبات الفرع ب. ولإثبات الفرع ج فإننا 
نستعين بالفرع د لنقول إن: 





arg ( 3 ) = are | (= - 2 


2 
نترك إثبات الفرع د تمرينآً للقارىء لوضوحه هندسياً. انظر الشكل (0):. 


¥ 





)٥( شكل‎ 


مثال ؟: 
جد السعة والسعة الرئيسية للعدد المركب 1 ۷3 + 1 2 2. 


الحل: 


حسب تعريف السعة 0 نجد أن: 


ومن ذلك فإن: 


أما السعة الرئيسية لهذا العدد فهي أصغر قيمة موجبة للسعة 0 بحيث تقع 
بين # ,رج - أي أن 0 دب ش 


مثال/: 


جد السعة والسعة الرئيسية للعدد المركب واكتبه بالشكل القطبي : 
(V3-D/(1 +i)‏ دع 


4 


الحل: 
بتطبيق الفرع (ب) من النظرية السابعة نجد أن: 
V3 -1‏ 
شتت هبه = 3182 
[+1 
arg (V3 — i) - arg (1 + Ù‏ = 
فإذا كانت 8 = ( - ۷3) ع۲ و ++ = (¡ + 1) arg‏ فإن: 


tan = 2 + 20 7,‏ = و 


ومن ذلك : نستنتج أن: 
2n‏ +[ ج (3E‏ = 3182 
T7‏ _ 
2n T,‏ + = 
n= 0, £1, 42,‏ 


„2 (cos (j +n 
+ isin ) ع‎ + 2n 7) | 
س‎ 72 (cos (gE )+ isn (E) | 


من الحدير بالذكر أن ننوه على أن العلاقة أ في النظرية السابقة قد لا تكون 
صواباً إذا حولناها بدلالة السعة الرئيسية أي أن العلاقة: ٠‏ 


۳۹ 


١١ .... Arg (Zw) = Arg z + Arg w‏ -14ا) 
قد لا تكون صحيحة كما يشير إلى ذلك المثال التالي : 
مثال ۸: 


بين أن العلاقة  ١(‏ 18) ليست صواباً بالضرورة. 


الحل: 
نفرض أن 31 = z‏ وأن 2- = س فإن: 
ArfgW > 7‏ , 2 -ج Arg‏ 
وكذلك: 


Arg zw = Arg )-6[( دعو‎ 


ولكن : 
اكلا = Arg 2 + Arg w‏ 
وهذا يشير بأن: 
Arg zw # Arg 2 + Arg W.‏ 
تعريف ) : 
لأي عدد حقيقى 0 نعرف “أى = 10 ماع بالمعادلة التالية : 
cos 0 + i sin 0.‏ = ثم = exp (i0)‏ . ... )14-۱( 


وباستخدام هذه الصيغة والتى تعرف بأنہا صيغة یولر aاu٣٣٣٥۴‏ e۲اEu‏ يمكن 
إعطاء صيغة أخرى للعدد المركب حيث: 


(*-۱)....2=|z | (cos 0 +isin 0) = | |e” 


وههذه الصيغة فوائد كثيرة» منها تسهيل إثبات النظرية التالية التي تسمى 


. De Moivere’s Theorem 


1 


: (De Moivre’s Theorem) {¢ نظرية‎ 


لأي عدد حقيقى 0 ولأي عدد صحيح موجب 1 تكون المعادلة : 
(cos 0 + isin 0)" = cos nê + i sin nê‏ .... )۷-1( 


ا 


البرهان: 
بتوظيف المعادلة )١9 - ١(‏ نستنتج أن: 
(cos 0 + i sin 0)" = (e")" = ei"‏ 
cos nO + i sin nê‏ = 
وكذلك من فوائد المعادلة )7١  ١(‏ إعطاء برهان آخر للنظرية ۳ مشال ذلك 
لإثبات الفرع ب نوظف العلاقة )٠١  ١(‏ لنستنتج أن: 
٠‏ 9 
سه لما )وہ( کا )وه =( )یه 
y) = arg 2 - arg Y‏ - 0( = 
وستظهر فوائد أخرى للمعادلة )۲١ - ١(‏ في البند القادم . 


مشال :٩‏ 
اكتب العدد المركب التالي على الصيغة )۲١  ١(‏ (والتي تسمى الصيغة 
الأسية للعدد المركب) : 
IRN‏ 
a‏ 


الحل: 
بتوظيف الصيغة )٠١  ١(‏ نحصل على ما يلي : 
دمن اذ قلا +1حلر 
ا 


٤١ 


ويما أن: 


وكذلك: 


(-1/3)عنهة ع به , V3 i)‏ + 1-) عبج - 6 
بلك - ( V3‏ -) “مه = 0 


." برهن الفرعين ب. د من النظرية‎ -١ 
جدمايل:‎  '" 


ا 





2 + 3 
3 + 4i 


|i2-0( | بد‎ 
|211 V3 ) (V3 + 20)| + 


د ۔ |“( +1)| 
وك جد ما يلي : 


أت 





2 + 3i 
art ( ) 

3 + 4i 
arg (l1 — V3 1) V3 +i) ب د‎ 
arg (1 + ° جد‎ 


arg (i (4 - 3i?) د‎ 


٤‏ - أكتب الأعداد المركبة التالية بالشكل القطبي ثم بالشكل الأسي: 





أ 2 - 2 V3 i‏ +1 
- جچےے سسس 
V3 -1‏ +( -1) 
i‏ 
سات د 3-41 
1+1 


80 


أكتب الأعداد المركبة التالية على الصيغة ألا + ×: 


SHE. K4 ا‎ 
3 6 


4| cos $ + isin 3 | - هلم‎ 


قت [ ليك زوز لبك .مه |2 
لأي عددين مركبين 2 و« برهن أن: 

|z + w |7 — | z — w |7 = 4 Re ‘° (ZW )‏ 
برهن أن المثلث الذي تتكون رؤوسه من 2,0 و« يكون متساوي 
الأضلاع إذا وإذا فقط تحقق الشرط: 

| ع‎ | = | w 7 = 2 Re ‘° (ZW) 
برهن أن المساواة:‎ 
lz+w|=|z|+|w| 

صحيحة إذا وإذا فقط تحقق الشرط : 

arg Zz = arg W 
برهن لأي عددين مركبين 2 و س أن:‎ 
arg (ZW ( = argz— argw أ‎ 
ب - ۷ ع۲ = 2 عه إذا وإذا فقط سه = 2 حيث إن » عدد حقيقي‎ 


موب : 


٠‏ - برهن أنه إذا كان 0 < 2 86 و0 < بن 26 فإن: 


Arg (zw) = Arg + Arg w 


: إذا فرض أن 0 < 28 برهن أن‎ -١ 


Re (Zw ( - |||! 


44 


١ 


وك 


٤ 


sin (n + و(‎ 


إذا وإذا فقط : 


... ,2+ ,21 ,0 > هم , 7 20 ع بد- 0 


0 


الا م218 ح بد , 3,82 ع 0 


إذا فرض أن 0< 2۷ برهن أن: 


z-w|=|lz2l-lw|| 


إذا وإذا فقط : 


حيث إن Zz‏ 3:8 = 0 و a8 W‏ = وى 


صف مجموعة الأعداد المركبة 2 التى تحقق : 
Argz‏ - ع ( ل )ويه 
1-2 3 2 
7*1 س = 4+47 ...+ 1+z2+zZ‏ 
1-2 
في التمرين السابق بفرض أن 1 = |2| استخدم الصيغة الأسية 
)5١-١(‏ للعدد المركب. برهن المتطابقة المثلثئية التالية والتي تسمى 
متطابقة لاغر انج (Lagrange Identity)‏ : 


2 


)0 لل) مزه 2 


1 + cos 0 + cos 20 + ... + cos 0م‎ = 1 + 


حيث إن 27 > 0 > 0. 
استنتج قيمة التعبير التالي : 
sin 0 + sin 20 + ... + sin nê‏ 


16 


: أثبت أن‎ De 1010656 1560119 بتطبيق نظرية‎ - 75 
cos 30 = cos - 3 0 sinê =f 


sin 30 = 3 cos? sin 0 - sin? § ب‎ 


٤٦ 


4-١‏ القوى والجذور للأعداد المركبة: 


لعل من أهم فوائد الشكل القطبي وخاصة الشكل الأسى للعدد المركب هر 
تسهيل عملية إيجاد قوى وجذور العدد المركب. فإذا فرضنا أن 2 عدد مركب» 
۸ عدد صحيح موجب فإن: 
"(ze =|ze™‏ 
ومن ذلك فإن: 
argz = 0‏ , "| |- | *2| 
وبالمثل إذا كان العدد ١‏ صحيحاً سالباً يكون: 
argz" = nê‏ , "|2 |- | 2 | 
ولإيجاد الجذر النوني للعدد المركب نتبع مرحلتين الأولى إيجاد الجذر النوني 
للعدد 1 ثم تأتي المرحلة الثانية لإيجاد الجذر النوني لأي عدد مركب . 
نظرية ٥‏ : 
يوجد ١‏ من الأعداد المركبة التى تحقق المعادلة : 
z7 =1‏ 
تسمى جذور الوحدة وهي : 
e 2kr 2k‏ 


+isin™™ ,‏ ومن هع > يت (YT-1)....‏ 


k =0,1,....n ~1 


البرهان : 
بتوظيف الشكل الأسي للعدد ا مركب نستنتج أن: 


| 2 |e inê = e 


۷ 


ومن ذلك ينتج أن 1= "|2| أي أن |z|=1‏ وكذلك: 
k=0, t1, 22 .....‏ , 227 ع 0 - n‏ 


وهذا يعطي : 


دا 


0,1,....8-1-ع , کک 


وهذه هي القيم المختلفة للمتغير 26 حيث تكون القيم الأخرى تكراراً هذه 
القيم . وتكون هناك ١‏ جذراً للعدد المركب 1 هي : 


8 2kr 
2 - على‎ = en 


( ككك ) ہنی + ( = ) و = 


9 


=0,1,2,...,n ~1‏ عا 


وقد جرت العادة أن یرمز لمذه الحذور للعدد الواحد بالرموز: 


(F-1)... 1 Wg ارا‎ 


27 27 22 
کک وزو + كك ووم = 5 م =۷ 


ومن خصائص هذه الجذور هندسياً أنها تقسم تقسم دائرة الوحدة إلى .١‏ قسم 
متساو فإذا كان هم = 7 فإنها تمثل على دائر ار 

النظرية التالية تبحث في الجذور النونية للعدد المركب . 
نظرية ٦‏ : 


يوجد ١‏ جذراً يحقق المعادلة : 


1/n 


1/n حدم‎ i 


(Cf-W....2=|w| ce 1" , k=0,1,2,...,n -1 





4۸ 


< 


الرهان: 





حيث إن : arg W‏ # وى 


با مئل نوظف الشكل الأسي للعدد المركب للعدين س ,2 لنحصل على : 


حيث إن 2182 =0 و 


, k=0,1,... 


(lz|le®P=|w|e” 


: بو ومن ذلك نستنتج أن‎ = arg w 


| بس | د اع‎ |" .8 _ 2k 


k n 





٤۹ 


وهذه هي القيم المختلفة للسعة الزاوية 0 وباقي قيم » تكون تكراراً هذه 
القيم فتكون الجذور المطلوبة هي : 


. 74217 
مت م1 
2-1 .... ,0,1 2 عز , ' ماهم 


w |‏ | =2 
والعلاقة بين جذور الوحدة وجذور العدد المركب ۷ وثيقة حيث يكن 


الحصول على جذور العدد المركب س إذا علم لدينا جذر واحد له مثل 20 فتكون 
الجذور الأخرى للعدد ۷ هي : 


2 5 
(Yo - 1)... . o? o Wn? o Was <-2 WT 
3 ٠ 2 n~1 
هي جذور الوحدة.‎ 1, Wyo Was -*-5 Wp حيث إن‎ 
٠١ مشال‎ 
: جد جذور المعادلة‎ 
27 =1 


الحل: 


جذور المعادلة 1= z2‏ هي 1 = 2 أي هي الجذور الخمسية للعدد 1 


8 21 
1,2,3,4 ,0 دز , ' 5 26 
وهي كا يلي : 

isin O0 = 1,‏ + 0ومه = Zz = e‏ 
حي isin‏ + كك ون دا e‏ ده 
يك نو + يك وم دأ ع = ر2 
يك ہنی + يك ون = ' e‏ = ره 
ليك وزوز + كيك وى = =e‏ 

0۰ 


:١١ مثال‎ 


جد جذور المعادلة : 


2=) 17/3 + 


الحسل: 
الجذور المطلوبة هى الجذور الخمسية للعد المركب 1+ ۷3 = س وبتطبيق 
النظرية السابقة نجد أن: 
2لا 


2,2,4 ,0,1 دعز , 6753م | ديه 


حيث إن a]£g W‏ = ۷. وه ےہ = ا tan‏ = ¥ . 
: © 6 323 


| * | القيمة المطلقة للعدد ۷ وهي : 


|w| =2‏ 
وبالتعويض نحصل على الحذور المطلوبة وهي : 
k= 0,1,23, 4‏ .2 = 2 
أي أن 
الح 2 سرع ٍ i‏ 2 = 2 
ع 2 حارم 0 
E i‏ ا 


و اولة اله 2 من (o 5 ١)‏ تاخ حل الحذور الخمسية للعدد 
| +۷3 = ۷ وليكن “3ع 2 = ره لنجد بقية الجذور وهي : 


N 

م 
< 
2 
| 


E مك‎ s5 كك‎ 
2 = 2W; =2 63 5ع‎ =2 e 
3 1S A SL ون‎ UE 
z = 2W, =2 eV ' e5 =2 e | 
4 عق قت ور‎ vs BL 
24 = 2W, =2 eV 5ع‎ =2 0 ' 


مثال :١١‏ 
جد جذور المعادلة التربيعية : 
0 = به + 8z‏ + ليه 


حيث إن ب ,8 ,» أعداد مركبة و »< 0. 


الحل: 
بالقسمة على » وإكمال المربع نحصل على : 
E‏ - س سي ) +ع 8 +22 


20 «a 2a 
أي أن‎ 
2 
م8 12 م8‎ — 4¥ 
بك‎ 2 4 0َ 
وبأخذ الجذر التربيعي للطرفين نجد:‎ 
_ B+ V 82 - 40, 


20 


ويما أنئا نتعامل مع أعداد مركبة حيث يوجد قيمتان للعدد به - ۷8 
متضمنة كجذور تربيعة للعدد ه4 - “8 وهي : 


(8B - 40y)" 


o۲ 


يكون حل المعادلة التربيعية كما يلي: 


-8 + (8 - 4a) 
20 


COTAN TS 


فمثلا لإيجاد جذور المعادلة التربيعية : 
2Z - )2 -¡( =0‏ +1) + 7 
نطبق المعادلة )۲١ - ١(‏ حيث إن | = م 21 + | = من 1+ 2- دل 


لنحصل على : 


4(7 دع + 4 + 4 - 1) + 21 - 1- 
2 
2 ت 
2 
2 - ( ۷5 + 1-) 
2 


ا قا +1( _ 


2 27 
2 5 2 


or 


4-١ تمارين‎ 


لك جد الحذور الثلاثية والثمانية للوحدة ومثلها هندسياً . 
؟' - جد الحذور التالية: 


أ 9 02 نات 5 
ج 2(7 - 1) د _ V3 i"‏ +1( 
ها (Bi)‏ 


ود 2+23 


۳ - أكتب الأعداد المركبة التالية على الصورة آلا + : 








5 
أ د 2+7 1-2(7) اب ا 
(8i)‏ 21 2 -1/2 2( 
ا ج 
i) (1 -(“‏ + 1( 
4 + 
ود ا 


: إذا كانت ' س ,... ,82 ,ر« ,1 جذور الوحدة فأثبت أن‎ - ٤ 
1+ wy + WÎ +... + wT =0 
. من البند السابق‎ ١5 اقتراح : استعن بالتمرين‎ 
: ه _ جد جذور المعادلات التالية‎ 
i +2z-i=0 د‎ Î 
z7” - )2 + 3(2 + 31 =0  - ب‎ 


غ6 


z2 +16=0 جد‎ 


و “م = 2+17( 


ليكن 2 عدداً مركباً غير الصفر. أذ 


لسا 


مجح 1 
كم جذراً يوجد للمعادلة : 


ثم جدها. 


32 


Ti 
أن ج + "2 عدد حقيقى لأی عدد‎ 


2” 2۷/3 + 21/2 ¡i 


١‏ ده المستوي المركب: 


نقصد بالمستوي المركب أنه مجموعة الأعداد المركبة © أي مجموعة الأزواج 
المرتبة 18 × 18 وهو المستوى الديكارتي ثنائى الأبعاد. في هذا البند نبحث بعض 
ا لخصائص التبولوجية للنقاط وللمجموعات الحزثية لهذا المستوي . 

إن الأداة الأساس التي تستخدم في تقديم الخصائص التبولوجية هي فكرة 
الجوار والتي تعتمد على نقطة وعدد حقيقي موجب ع فإذا رمزنا لفكرة € 
جوار للنقطة × (للعدد المركب 8) بالرمز (© N),‏ فإنها معرفة بالمساواة التالية: 

{zeC:|z—-w|<e}‏ = نل ,لخ ...ا 

وببساطة فإن الجوار هو مجموعة النقاط التى تحقق المتباينة > | س - 2 | 
وتسمى جوار مفتوح . وهي مثل النقط داخل دائرة مركزها ٠‏ ونصف قطرها 6 
أو هي قرص مركزه ۷ ونصف قطره ٤‏ . 

فإذا كانت 5 مجموعة جزئية من المستوي المركب © وكانت 5 » س فإن النقطة 
۷ تسمى نقطة داخلية للمجموعة 5 إذا وجد عدد حقيقى 0 < » بحيث إن: 


(TA-\1)....N(w,O(CS 





كه 


تسمى 5 مجموعة مفتوحة, إذا تحقق الشرط: 
لكل س في 5 يوجد 0 < ٤‏ بحيث إن : 


(4-1)....N(w,OCS 
أي إذا كانت كل نقطة 8 من نقاط المجموعة 5 نقطة داخلية هها.‎ 
:١" مثال‎ 
2 لتوضيح الأفكار السابقة نفرض أن المجموعة 5 هي القرص الذي مركزه‎ 
ونصف قطره 0 < ۲ أي أن:‎ 
S= {we ©: | wz, | <r} 
نلاحظ أن كل نقطة في هذا القرص هي نقطة داخلية لأننا نستطيع إيجاد‎ 
جوار لأي نقطة تحتويه المجموعة 5 لذلك فإن هذه المجموعة مفتوحة.‎ 
تسمى النقطة س نقطة خارجية للمجموعة 58 ,(0 ح 5) إذا كانت س نقطة‎ 
- داخلية لمكملة 5 وهي 5 - © = *5. أما إذا كانت النقطة س لا تمشل لا نقطة‎ 
داخلية ولا خارجية للمجموعة 5 فإنها تسمى نقطة حدودية (جبهوية)‎ 
تسمى نقطة حدودية للمجموعة 5 إذا تحقق‎ ٠ للمجموعة 25 وبالمرموز فإن‎ 
: الشرط التالي‎ 





(*'-N....N(w,ONS#YAN(w, ONS # ¢‏ 
لكل 0 < »6. أي أن كل قرص مركزه « يحتوي على نقاط من 5 ونقاط 
أخرى من *5. 


.5 


تكون المجموعة 5 مغلقة إذا احتوت جميع النقاط الداخلية والحدودية 
لنفسها. وبلغة أخرى فإن المجموعة 5 مغلقة إذا كانت $ مفتوحة. 
مثال ۱٤‏ : 

لتكن 5 المجموعة المعرفة بالمساواة التالية : 

S = {zeC:| Re‘z| <2} 

فإن 5 مجموعة مغلقة لأا تحتوي على النقاط الداخلية وكذلك النقاط 
الحدودية حيث إن حدود 5 هي المجموعة : : 
{ze C: | 86٠2| =2}‏ = وق 
والمجموعة 5 ممثلة بالشريحة اللاهائية التالية : 


¥ 





)٠١( شكل‎ 


مه 


ولإثبات أن 5 تحتوي على نقاطها الداخلية نفرض أن « في 5 وبالتالي فإن : 
Rec‘w| > 2‏ | 
فإذا فرضنا أن:  ٤= 1 | 26-٠0«7|‏ فإن: 
N (w, e) CS‏ 
مثال ٠١‏ : 
لتكن 5 المجموعة المعرفة بالمساواة: 
{zeC:Im°‘z>1}‏ عو 
فإن 5 مجموعة مفتوحة وتسمى نصف المستوي الذي يعلو الخط المستقيم 
1= لاأما حدود هذه المجموعة فهي المجموعة: ۰ 
{ze C:Im‘z=1}‏ = ون 
أو هي الخط المستقيم 1 = لا كما في الشكل .)١١(‏ 


4 





)١١( شكل‎ 


ولإثبات أن 5 مفتوحة أي تحتوي على نقاطها الداخلية فقط نفرض أن 
w © 5‏ وبالتالي فإن 1 < ٠w‏ 151. 


0۹ 


فإذا فرضنا أن: 
0< دس سالط دي فإن: 65 ,مالا لكل ,»>ءع 
لأنه إذا كان (© ,«) 2٤۸‏ فإن » > |« -2| وبالتالي يكون 
€ > (ب ¬ 2) -٤ > 100١‏ لنستنتج أن : 
ع- > ١ (Zz - w) + Im‘w‏ م1 = Im ‘Zz‏ 
= رسا جحي اج 
Im-(w-i) + Im-w‏ لط -> 


+ 1 Imcw>1 


1 
SN 


لذلك فإن: ‏ 26»5. 
مشال :١١‏ 
لتكن 5 المجموعة المعرفة بالمساواة: 
)15١ 2“ > Re ‘z}‏ :0ع 2) = S‏ 
فإن 5 مجموعة مغلقة لأنها تحتوي على نقاطها الداخلية : 
(Im ١22 < Re ‘z}‏ :2 26 





وكذلك تحتوي جميع نقاطها الحدودية : 
(Im ‘zZ) = Re ‘z}‏ :0ع 2! = ون 
هذه المجموعة تمثل بيانياً كا في الشكل :)١١(‏ 
الخط المضلع الذي يصل بين نقطتي 2 و« نعني به أنه مجموعة منتهية من 
القطع المستقيمة ,1 .... .را .نا المتصلة مع بعضها البعض نبهاية الأول مع 





شكل (۱۳) 


إذا فرضنا أن 5 مجموعة جزئية من € فإن 5 تسمى مجموعة مترابطة 
Connected‏ إذا محقق الشرط التالي : 
النقطتين 2 ولا (SN‏ 
فإذا كاذن مكملة 5 وهى *5 مترابطة كذلك فإن 5 تسمى مترابطة ترابطاً 
بسيطاً أما إذا كانت المكملة “5 ليست مترابطة فإن 5 مترابطة ترابطاً مضاعفاً. 
أنظر الشكلين ١5(‏ و5١):‏ 

في الشكل )١5(‏ نلاحظ أن *5 مترابطة كذلك. لذلك فإن 5 تسمى مجموعة 


1١ 





مترابطة ترابطاً مضاعفاً مترابطة ترابطاً بسيطاً 
شكل )١٠6(‏ شكل )۱٤(‏ 
مترابطة ترابطاً بسيطاً (008866]660 بإامممذ5) ولكن المجموعة "5 في الشكل 
)٠١(‏ ليست مترابطة لعدم إمكانية ربط كل نقطتين 2 وس في 5° بخط مضلع 
تحتويه “5 (أي دون المرور في 5): لذلك فإن المجموعة 5 تسمى مترابطة ترابطاً 
مضاعفاً (Multiply Connected)‏ . 
المجموعة المفتوحة والمترابطة 5 تسمى مجالاً. المجموعة 5 تسمى منطقة إذا 
كانت عل ونحتوي أو لا تحتوي جزءاً من أو كل نقاطها الحدودية. 
المجموعة 5 تسمى مجموعة محدودة إذا وجد قرص نصف قطره ۸ : 
SC{zeC:|z|<R}, 0> 8> ©‏ 
وإذا لم تكن 5 مجموعة محدودة فإنها تسمى غير محدودة . 
أي جموعة جزئية مغلقة ومحدودة من € تسمى جموعة متراصة. تسمی 
النقطة س نقطة تجمع للمجموعة 5 (لاحظ أنه ليس هناك شرط بانتماء س 
للمجموعة 5) إذا تحقق الشرط التالي : 
كل جوار N)», ٤(‏ للنقطة س يحتوي على الأقل نقطة واحدة 2 في 5 بحيث إن 
الا 3 2 ...2 . (TY)‏ 


1۲ 


مثال ۱۷: 


لتكن المجموعة 5 معرفة بالمساواة: 
S= {zeC:2<|z| <3}‏ 


والتي يمكن تمثيلها بيانياً بالشكل .)١5(‏ 

هذه المجموعة تسمى حلقة (05ا420101) نصف قطرها الداخلى 2 ونصف 
قطرها الخارجي 3. هذه المجموعة تحتوي نقاطها الداخلية ولكن حدودها مكونة 
من الدائرتين الصغرى والكبرى وهي تحتوي نقاطها الحدودية من الدائرة الكبرى 
ر ری فا الحدودية كن الداكرة. لر لك فى ليت رة 
ولك لمت فا السيل ادر أعا مت اط هن معطت وارك 
غ ولكنا ما اطا ماعا لآن مكملتها لت مرا 


١4 





. مثال ۱۸: 
نصف المستوي المفتوح هو مجموعة النقاط التي تقع على جهة واحدة من خط 
مستقيم مثل : 


1۳ 


{ze C: Re‘ (az + (م‎ < 0} 


ونصف المستوي المغلق هو مجموعة النقاط التي تقع على خط مستقيم أو على 
جهة واحدة منه مثل : 
{ze C: Im‘ (az + 8) >0}‏ 
وفي الحالتين فإن الخط المستقيم 8 + به يمثل النقاط الحدودية لنصف 
المستوي . انظر (الشكل ١7‏ والشكل .)١18‏ 


كا أن نصف المستوي المفتوح مترابط وبالتالي فإنه جال ولكن نصف المستوي 


Im ١ (az + 8)} > 0 


az + م‎ 





شكل (۱۸) شكل (۱۷) 
مثال :١9‏ 


جد نقط التجمع للمجموعة 5 حيث: 


الحل: 


بملاحظة أن المجموعة يمكن أن ينظر إليها كإتحاد مجموعتين مختلفتين 


5 لا ,5 = 5 حيث إن: 


كد .4 . 
ا ج-¬ ا31 S, = {2i‏ 
eS‏ 

S = {3 ig i gb) 

نلاحظ أن مجموعة النقاط الأولى من 5 تتجمع حول النقطة 1- ولكن 

مجموعة النقاط الثانية تتجمع حول النقطة 1 ويمكن تطبيق تعريف نقطة التجمع 

لنستنتج أن نقاط التجمع للمجموعة 5 هي المجموعة : 

{-i,i} 

لاحظ أن نقطة النهاية لأي متتالية تمثل نقطة تجمع ولكن ليس صحيحاً 
بالضرورة أن نقطة التجمع تمثل نقطة نهاية. 

لعله من المفيد أن نضيف إلى المستوي المركب © نقطة عند اللانهاية يرمز لها 

بالرمز * لنحصل على ما يسمى المستوي المركب الممدد. ومن أجل أن نفهم 

هذه النقطة دعنا ندرس الإسقاط التجسيمي التالي 


: (Stereographic Projection) 


لنفرض أن كرة نصف قطرها الوحدة موضوعة على المستوي المركب بحيث 
إن القطب الجنوبي للكرة يقع عار نقطة الأصل للمستوي المركب نستطيع 
تعريف تناظر واحد لواحد بين نقاءل سطح الكرة ما عدا القطب الشهالي ١‏ 
ونقاط المستوي المركب وذلك بتعريف. صورة النقطة 2في المستوي بأنها تلك 
النقطة » والتي تمثل تقاطع سطح الكرة مع المستقيم الواصل بين 21 والنقدلة 2 
انظر الشكل )١19(‏ وهنا يمكن تعريف صورة القطب الشالي N‏ بنقطة في 
اللانهاية والتي رمزنا ها بالرمز © وفي هذء الحالة تسمى [©) لا € كرة ريمان 
.)Reimann Shpere)‏ ويمكن تعريف جوار هذه النقطة © بالمساواة التالية : 


N(™,@ = {zeC:|z|> Û } 


حيث 0 < ». أي أن جوار النقطة © هو مجموعة النقاط الخارجية للقرص 
المغلق : 
{zeC:|z| < (‏ 





شكل (۱۹) 


55 


تمارين ١-ه‏ 


ابحث في خصائص المجموعات المعرفة في التمارين )٠١  ١(‏ من حيث 
كونها مفتوحة أم مغلقة, مترابطة» متراصة» محدودة, مجال أو منطقة . ثم مثلها 


بيانياً : 

S= {zeC:|z|<3} > 
دو‎ {zeC:1<|z|<3} 4 
ع |: ع 2) - و‎ - ١1| <3( - 
5 = )2 > 0:0 > arg z < 7/6} - 4 
S= ج)‎ 6» ©: <y} 0 
S = {ze | Re‘z| <2} 23 
S = {zeC:| ونه‎ 2| < 7/2} -۷ 
S= {zeC:|Im‘z| <1} -۸ 
S = {ze 0: Re‘ (2z +i- 1) >1} 5 
5 = {ze C: Im ° (iz + 1- 2i) <2} ا‎ 


-١‏ بين أن مسار المعادلة: 
|z-«a|=|z- 8|‏ 


عبارة عن خط مستقيم عمودي ومنصف للقطعة المستقيمة الواصلة بين 
النقطتين » و8 . 
ءات بن أن مسار المعادلة : 


|2-8ا|ع-|»- | 


7 


- ۳ 


ا٤‎ 


6 


عبارة عن دائرة . 
اقتراح : حول إلى الإحداثيات المستطيلة (الكارتيزية) . 
ابحث في الخصائص التبولوجية للمجموعة : 
{zeC:|z-a|<k |z-— 8|}‏ - و 
يقال إن المجموعة 5 محدبة إذا تحقق الشرط : 
لكل 2 ٠.‏ في 5 فإن القطعة المستقيمة الواصلة بينهها محتواة في 5. أي 
أن 5 »402 - 1) + سا لكل ؛ في [1 ,0]. أثبت أن نصف المستوي 
محدب» خذ مثالا نصف المستوي المعرفة بالمعادلة : 
Re ° (iz - 1 + 3i) >0‏ 
بن أن مسار النقطة التى تحقق المعادلة : 
|z-r| =k (Re‘z) , k,r>0‏ 


يأخذ: 

- شكل قطع ناقص إذا كانت 1 > >0 
ب ۔ قطع مكافء إذا كان k=1‏ 
ج ‏ قطع زائد إذا كانت © < k‏ >1 
جد مجموعة نقاط الحدود وكذلك نقاط التجمع للمجموعات التالية: 
أ ل (...,1,2,3 = S = {(-D)":n‏ 
ب S= {2 :n=1,2,3,...)}‏ 
جد ا 
وت (21>2 S = {zeC: Re‏ 
ه 0 a‏ 


بين أنه إذا احتوت المجموعة 5 جميع نقاط التجمع لها فإنها مغلقة. 


A 


۸ - أعط مثالاً بين أن نقطة التجمع لمجموعة ما لا تنتمي لها. ومثالاً آخر 
تكون نقطة التجمع تنتمي ها. 

8 - بين أنه إذا كانت 5 مالا فإن كل نقطة داخلية للمجموعة 5 تكون نقطة 
تجمع ها. 

لات ارين أله ]ذا کرت اجوغ ام غد مه من التقاط “فل رة قا 


ا 


1۹ 


الفصل الثاني 


الدوال التحديلية 
ANALYTIC FUNCTIONS‏ 





١٠-١‏ الدوال المركبة 
5 النباية والاتصال 

۳-٣‏ الدوال التحليلية 

۲ ععادلتا كوشي ريمان 
۲ه الدوال التوافقية وتطبيقاتها 


۷١ 


الفصل الثاني 


الحوال التحليلية 


Analytic Function 


؟ ١‏ الدوال المركبة: 


إن فكرة العدد المركب التى أوجدت حلولاً لبعض المعادلات الجبرية يمكن أن 
تلعب دورآ آخر أكثر أهمية خاصة في بعض التطبيقات الفيزيائية» ذلك أنه يمكن 
تعريف فكرة الدالة المركبة والتي يبرز من بينها نوع هام لتلك التطبيقات هي 
الدوال التحليلية . 
لعلنا نذكر أن فكرة الدالة 4 هى قانون يؤثر على عناصر مجموعة × ويحولها 
إلى عناصر في مجموعة لا بحيث إن لكل × في × هناك قيمة واحدة وواحدة فقط 
لا في لا تسمى صورة × أو: 
....y = 10(‏ )¥ -\( 
أما الدالة المركبة فهي تخصيص لذلك العموم» حيث إن ؛ دالة مركبة إذا 
كانت ؟ قانوناً يعين لكل عدد مركب 2 في مجموعة جزئية 2 من © عدداً مركب 
واحداً ووحيداً ۷ يسمى صورة 2 ويكتب كا يلي : 
W = 1)‏ .... ىم 
إن المجموعة 0 التي تحتوي كل الأعداد المركبة 2 التى تكون صورتبها (2)] 
معرفة (أي عددآ مركبا) تسمى مجال تعريف الدالة وكذلك فإن المجموعة 8 
لي تحشوي كل الأعسداد المركبة التي يكن أن تكون صورة لواحد أو أكثر من 


وف 


الأعداد المركبة 2 في 8 تسمى مدى الدالة ٤‏ أو صورة الدالة 4. 


نلاحظ أن العدد المركب 2 الذي يمثل المتغير المستقل للدالة عبارة عن نقطة 
في المستوي المركب (ثنائى الأبعاد) ويحدّد بالمتغيرين (لا ,*) وكذلك العدد المركب 
« الذي يشل المتغير التابع (۴)2 = « للدالة ۴ عبارة عن نقطة في المستوي 
المركب (ثنائي الأبعاد) ويحدد بالمتغيرين (۷ ,نا)» ولعل هذا ما يبرز بعض 
امفارقات بين الدالة الحقيقية التي ألف القارىء دراستها وبين الدالة المركبة. 
مثل هذه المفارقات عدم إمكانية إعطاء رسم سهل التخيل كما هو الحال في 
الدوال الحقيقية ولكن هذا لا يمنع من وصف تأثير الدالة على مجالها. هذا 
الوصف يتطلب دراسة تأثير الدالة على الخط المستقيم أو الدائرة أو الشريحة في 
محال تعريفهاء وان هذه الدراسة ليست سهلة الاستيعاب في كثير من الأحيان. 
ومن المفارقات كذلك إمكانية تمثيل الدالة المركبة بزوج من الدوال الحقيقية 
ذات متغيرين» ذلك لأن: ش 
w = f(z) = u + vi = f(x + yi)‏ 


ومن ذلك نستنتج كلا من (ل,»)ن و (لا,*) كما يوضح ذلك الأمثلة التالية : 


مثال :١‏ 
إذا كانت *2 = (1)2 فإن محال هذه الدالة © هو مجموعة الأعداد المركبةء 
وكذلك مداهاء لإيجاد الدالتين (لا ,×)۷ و (ر ,*)نا نقول: 
*(تبر+ م) = z7‏ = (2)؛ = u + vi‏ 
ار - )3<y‏ + ور - ٭) = 
u (x, ¥) = x 3y,‏ 
ر ر×3 = (ر,») ۷ 
وتسمى الدالة نا بأنها ؛ ۸٠ ٠‏ وتسمى الدالة v۷‏ بأنها ؛ ٠‏ "1 . 


Vé 


مثال ۲: 

إذا كانت 228 - 2 = (۴)2 فإنه يمكن هذه الدالة أن تكتب بدلالة المتغير 2ء 
ذلك إذا تذكرنا أن: 

(2-2) ل - ع .م1 X= Re‘z= 1 )2+2( , y=‏ 
وبالتعويض في الدالة ؛ نجد أن: 
f(2) = (Re ‘z)” — 2 (Im °7) ‘i‏ 
2= وت 
2 4 


قح حورو وات لدوم ووه a E PL‏ 
2 4 


+ + (7 + (4 - ¡(22 +) + ج‎ i) 


2ب +ع م + 2 a‏ 


حيث إن : 
1+ ا -. (- لجا-م. 1+ ج)-» 


لعله من المفيد دراسة بعض الدوال دراسة أكثر تفصيلاء مشل التحويلات 
التالية : الانسحاب» الدوران» والانعكاس. 


مثال ": الانسحاب: 
الانسحاب هو دالة معرفة بالمساواة: 
w = f(z) = z + a = (x + Re‘ a) + ify + Im‘ a)‏ 


حيث إن » عدد مركب . أن محال هذه الدالة هو © وكذلك مداها. وتأثيرها 
على مجالها أنها تسحب كل عدد (حقيقى) مركب 2 بمقدار واتجاه العدد المركب 


Vo 


» أي أن × تسحب بمقدار » ٠‏ 16 وكذلك ل تسحب بمقدار » ۰ 1۳ ويكون 
التأثير انسحاباً بمحصلة الانسحابين الحقيقيين » ٠‏ ©1. » ۰ ۳[ شكل رقم .)١(‏ 
ويمكن ملاحظة أن الدالة العكسية لها هي 


z= f (w) = w - «a 





شکل (۱) 


مشال ؛: الدوران: 
الدوران هو دالة معرفة بالمساواة : 
Ww = f(Z) = a 2‏ 
حيث إن » عدد مركب يقع على دائرة الوحدة أي أن 1= | » |. أن مجال 
هذه الدالة هو ۳ وكذلك مداهاء كا أن الدالة العكسية هى : 
z= f (w) = ã w‏ 
وتأثيرها هو دوران عكس عقارب الساعة بزاوية مقدارها » ع۸۲ = ضط انظر 


الشكل رقم (۲). 


۷۹ 






az = |z| اي"‎ 


شكل (۲) 


فإذا كانت 1 = » فإن سعة الدوران هي ج = 1 ع4۲ ولعرفة تأثير هذا 
الدوران على الخط المستقيم الذي يقع في مجاها 1 - ×2 = رمثلا فإن صورة 
هذا الخط المستقيم هو تدوير له بمقدار ‏ عكس عقارب الساعة وبالتحليل 
فإن: 


الول xi = u‏ + بوب = جز = (ج)1 = بو 


ومن ذلك ينتج أن إ- = ن و × = ۷ وبالتعويض بدلا من × ولا في معادلة 
المستقيم 1 - ×2 = ر نحصل على : 


- yu =2 1 


أي أن صورة 1 - ×2 = لز هي الخط المستقيم 1 = 2۷ + نا. لاحظ أخيراً أن 
الدوران يحافظ على الزواياء أنظر الشكل ((. 


VY 





شكل (۳) 


مثال ه: الانعكاس: 
أما الإنعكاس فهو معرف بالمساواة : 
Ww = f(2) = 2‏ 
ومجاله هول وكذلك مداه وتأثيره أنه ينقل النتصف العلوي من المستوي 
المركب إلى النصف السفلي منه والعكس أيضاً بالعكس أما الدالة العكسية 
فهي : 
z= f (w) = W ۰‏ 
ننوه هنا أنه من المفيد استخدام الشكل القطبي للعدد المركب للحصول على 
الشكل القطبي للدالة المركبة اہ + دا = (1)2 = س حيث تصبح : 
f (re) = u(r, 0) + iv (r, 0(‏ 
هذه الفكرة يوضحها الخال التالي : 


VA 


مثال :٦‏ 
إذا كانت 2ه = (4)2 فإن: 
w= f(r) =|a|e*|z|e=|a||z|e ®‏ 
حيث إن : = |2 | , Arga‏ = ل ومن ذلك ينتج : 
w = | a || 2 | (cos (0 + $) + i sin (0 + 4))‏ 
ومنها فإن: 
u(r, 0) = | a |r cos (0 + ¢),‏ 
v(r, 0) = | a |r sin (0 + $).‏ 
لاحظ أن تأثير هذه الدالة على جالها هو دوران بمقدار » ع۸۲ = 4 عكس 


عقارب الساعة بالإضافة إلى تكبير أو تصغير لمقياس المتغير 2 حسب كون 
.la|l<1yl|a|>1‏ 


۷۹ 


~١ 


۳ 


أكتب الدوال التالية على الصورة (لا,*) ۷أ + (ل ,)نا = س: 
f(2) = 27 - 32+ Î‏ 
1 








لبا ب = f(z)‏ 
1 +2 
2-1 

f(z) = ج‎ 
2 + 4 

122 =|z| د‎ 

هد 222 = (1)2 


و - Arg (Z7)‏ = (1)2. 
جد مجال تعريف كل دالة في التمرين السابق . 





اكتب الدوال التالية بدلالة 2 و2. 
2 (لإ× - ×) 1 + 2y‏ ”ر + × = بن 
ب 0 w = cos 20 + i sin‏ 
عرف الدالة ٤‏ بالمساواة: 
ا = f(z)‏ 
1x y‏ 


اي جد جال تعريف .٤‏ 
ب ۔ بين أن ٤‏ تتوافق مع الدالة: 


له "مول )+ (“ يق ) - e2‏ 


A 


في المجال 1 > 2 86٠‏ > 0-1 و 10١02<0‏ 


جد صورة المجموعة (1 > |2 | > 12:0 = 5 تحت الدالة: 


لتكن الدالة ٤‏ معرفة بالمساواة : 


جد (5)] في الحالات التالية : 
أ 


۸۱١ 


f) = لل‎ 
)2( = )2 + ¡(2 + )1 - 2( 


S = {zeC: Rez <1} 
دق‎ {zeC:y =1 + 2x} 
S= {zeC:|z—i| <1} 


{ze C: x + y = 4}‏ = و 


؟ 7 النهاية والاتصال: 


لا شك أن فكرة النهاية تلعب دوراً رئيسياً في الرياضيات عامة والتحليل 
خاصة سواء التحليل الحقيقي أم المركب. لذلك لا بد من لفت انتباه القارىء 
لأهمية هذه الفكرة أولا ثم لدقتها ثانياً . التعريف التالي يبين مفهوم النهاية للدالة 
المركبة . 


تعريف ١‏ : 
لتكن ٤‏ دالة مركبة معرفة على جوار للنقطة ,2 ما عدا احتمالاً ر نفسها. إذا 
كان ر۷ عدداً مرکباً فإن رw‏ = (4)2 صخر إذا وإذا فقط تحقق الشرط التالي : 

لكل عدد حقيقى 0 < » يوجد عدد حقيقى 0 < 8 بحيث إن: 


("-)....|z~2,|<8> | f(2) - wy | > > 

هذا التعريف يشبه تعريف نباية الدالة الحقيقية شكلا ولكن بالتدقيق والتأمل 
بالجمل المكون منها هذا التعريف نستنتج بعض المفارقات. إن الجملة 
5 > | ر2 - 2 | تمثل قرصاً مركزه م2 ونصف قطره 8 في حين أن نفس الجملة 
في الدالة الحقيقية كانت تمشل فترة مركزها م ونصف قطرها 8. وقل نفس 
الشيء بالنسبة للجملة ع > | رس - (4)2 |. 

إن هذا الفرق يفقد فكرتي النباية من اليمين ومن اليسار معناهما ذلك أنه في 
حالة الفترة التي مركزها ما ونصف قطرها 8 يكون اقتراب المتغير × من × على 
مسارين اثنين لا ثالث لما ولكن في حالة القرص الذي مركزه ر2 ونصف قطره 
5 فإن اقتراب المتغير 2 من م2 يكون بمسارات عددها لا نهائي لذلك لم يعد هناك 
معنى للنهاية اليمنى والنهاية اليسرى. 

الأمثلة التالية توضح كيفية استخدام التعريف لإثبات النهاية . 


AY 





)٤( شكل‎ 


مثال ۷: 


إذا كانت 201 + ») + × = (۴)2 فين باستخدام التعريف ١‏ أن: 


lim f(z) = 2i 


الحسل : 
لتكن 0 < ء» علينا أن نجد علاقة بين ٤‏ وة بحيث إن : 
w | > €‏ - (1)2 | <= 5 > | ىه -2 
لذلك نفرض أن 8 > |1 - 2 | وبالحساب فإن: 
f(z) - w, | = | x + (x + 2y) i - 2i |‏ | 
x + )» + 2y - 2( i |‏ | = 
ومن الفرض 5> |z-1|‏ نستنتج أن : 
|z-i|l=|x+(y-Di| <8‏ 
ومن هذا ينتج أن: 
5 >|1- 9909| , 8>|ع| 


AY 


وعليه فإن: 
f(z) - w, | = | x + (x + 2y - 2) i |‏ | 
<2|x|+2|y-1|<48‏ 
فإذا اخترنا قيمة 8 تحقق الشرط » > 48 فإن العلاقة المطلوبة هي 
ع لك > 85 
مثال ۸: 
بين باستخدام التعريف أن: 


ا 


lim z2 4 


مع 
الحل: 
نفرض أن 0 < » لنبحث عن علاقة بين » وعدد حقيقي 8 بحيث إن: 
f(z) - 80| > €‏ | حدة > | ىه - 2 | 
لذلك نفرض أن 58> |21 -2| ومن ذلك ينتج أن: 
wo |= |2” + 4| = | (z2 - 2) (z + 20|‏ 2):| 
=|z-2i||z—2i + 4i |‏ 
<|z-2il(lz-2i| + |4|)‏ 
(4 + 6 5 < 
.48 + 8< 
فإذا فرضنا أن 1 > 8 فإن 8 > ”8 ولذلك فإن: 
f(z) - w, | > 8 + 45 > 6‏ | 
فإذا فرضنا أن » > 58 فإن » ج > 8 ومن ذلك فإن: 
e}‏ لج ,1 ) “منص < ê‏ 


A4 


هي العلاقة التي تحقق الشرط (صغرى = .218). 

إن الملاحظة التي ذكرت تعقيباً على تعريف )١(‏ تفيدنا في حالة إثبات أن 
قيمة نباية دالة ما غير موجودة لوجود قيم مختلفة للنهاية عندما يقترب المتغير 2 
من ,2 بطرق مختلفة. ذلك لأن النباية إن وجددت فإن قيمتها واحدة ووحيدة 
(انظر تمرين ۲۲) . 

المثال التالي يوضح ذلك . 


مثال 9: 
لتكن الدالة ؟ معرفة بالمساواة: 


1) = 0 


5 


فبين أن (14)2 نذا غير موجودة. 


الحل: 


نبحث عن قيمة النهاية بفرض اقتراب المتغير 2 من E‏ ا 
ET‏ ال ا ا نستنتج شيشا إذا 
حدث أن قيمتي النباية من طريقين مختلفين متساويتان؟). 0 الأول هو 
عن طريق المحور التخيلي أي بفرض 0 = × نجد أن: 








qm HEI‏ كع ون 
z2 0 x0 2 2‏ لل 
xX Fy‏ 
22 
[lim‏ = 
yi¬+0 y‏ 
im 1-1‏ = 
وإذا سلك المتغير 2 مقا من 0بالسار» = ليتع أن 
١‏ 3 )1 + 1( 1 50 
ج lim > = lim‏ 
2x‏ 9 || 0 


Ao 


2 
وبما أن قيمتى نهاية الدالة مختلفتان فإن E‏ اذا غير موجودة . 
التعريف التالي يوضح مقهوم نهاية الدالة إذا اقترب المتغير 2 من 0 ومفهوم 
نهاية الدالة عندما تكون لا نهائية . 
تعريف ۲ : 
إذا كانت (4)2 دالة فإن رس = ٤)z(‏ صا إذا وإذا فقط تحقق الشرط : 
لكل 0 < »ع يوجد عدد حقيقي 0 < !ا بحيث إن : 
f(2) - wo | >»‏ | جد <|2|.... 7١‏ -:) 
وكذلك « = (4)2 صا إذا وإذا فقط تحقق الشرط: 
لكل عدد حقيقى 0 < K‏ يوجد 0 < 8 بحيث إن: 
f)z( | <k‏ | <8> |2 -۲(....|2-) 
علماً بأن ؛ معرفة على جوار للنقطة ,2 ما عدا احتمالاًم2 نفسها. 
نفس المفارقات يمكن ذكرها في هذه الحالة كذلك . مع ملاحظة أن الجملة 
م < | 2 | تعني جوار © أو جميع النقاط الخارجية للقرص المغلق ا > | 2 |. 
کا يمكن ملاحظة أن رس = (z)؟ lim,‏ تكافىء م« = ( ج )1 lim‏ وكذلك 
E e 3‏ ا A‏ 
م = im f)z(‏ تکافیء 0 = 12 jim‏ . لتوضيح هذه الأفكار نقدم الأمثلة 
التالية (انظر تمرين ؟لا 55). 


مثال :٠١‏ 
بين بالتعريف أن 0= يد ذا حيث إن 3 عدد موجب. 
الحل: 
إذا فرضنا أن ع٠‏ < | 2 | فإن "۸ < "| 2 | وبفرض أن 1 < ع ينتج أن: 


۸٩ 





و 


نت 
k‏ 
فإذا فرضنا أن © > 
( ج,1) k > max.‏ 
هي العلاقة بين © و التي تحقق شرط التعريف المطلوب (كبرى = .)۳١۵×.‏ 
مشال ۱١‏ : 
ن بالتعريف كذلك أن: 
27 20 


حيث إن 8 عدد صحيح موجب. 
الحل: 
إذا فرضنا أن 58 > |2 | وكانت 1 > 8 فإن 8 > "8 > "| z‏ | ومن ذلك 


س 


ےا 








1 
فإذا فرضنا أن  -‏ فإن العلاقة : 
k = max‘ {1, 1/8}‏ 
بين 8 وا هي العلاقة التي تحقق التعريف . 
النظرية التالية أساس لباقى النظريات التى تلخص خصائص الہايات . 
نظرية ١‏ : 


لتكن (ل ,) ۷ 1 + (ل ,:) نا = (1)2 = س دالة مركبة معرفة على جوار للنقطة 
1 م۷ + وكا = 2 ما عدا احتمالاًم2 نفسها فإذا كان و8 + وه = رw‏ عدداً مركباً 
فإن : 


AY 


: إذا وإذا فقط‎ lim 1)2( = Ww 


lim u (x, y) = مه‎ 
(x,y) = (Ky: Yo) 
CANE 
lim ۷ (x, Y) = و8‎ 
)x,ل(‎ ¬+ x ارلا‎ 
الرهان:‎ 
: نفرض أن‎ 


EE 
: يوجد 0 < 58 بحيث إن‎ ٤ < 0 يؤكد أنه لكل‎ ١ فإن تعريف‎ 
| : - 2| > 5 =< | 1)2( - wy | > ٤ 
: ومن تعريف القيمة المطلقة للعدد المركب فإن هذه الجملة تكتب بالصيغة‎ 
V( - تررك‎ + (y-y) > وف« - )2| حدة‎ | >» 
وا أن:‎ 
| u (x,y) - a, | = | Re ° (f(2) - wy) | > | f(2) - w, | 
: وكذلك‎ 
lv (x, y) - مم‎ | = [Im ° © - w, ) | > f(z) - w, | 
: فإننا نستنتج ما يلي‎ 


لكل 0 < » يوجد 0 < 8 بحيث إن : 


Va - x) + (y= حدة > تور‎ u(y) - امه‎ >> 


V (x - x) + (y - Yo > 8 حج‎ |v (x, y) - م8‎ | <e. 


AA 


lim U (x, J) = وهذا يكافىء : مه‎ 

(ky) لامك ه‎ 5 
(V-).... 

lim v (x,y) = Bo 

(xy) — (xy, Yo 


وبالعكس إذا فرضنا أن (۲ - ۷) صحيح فإنه لكل 0 < » يوجد 0 < 8 


بحيث إن : 


۷)» - x)” + (y - “ربو‎ > 8 => | u (x, y) - مه‎ | > e2, 


V(x - x) + ؟ | حدة> رر - ر‎ (x,y) - و8‎ | > e2. 
وبالتالي إذا فرضنا أن:‎ 
| - 2| = ۷) - × + رر - ب‎ >8 
فإن:‎ 
| f(z)  w, | = | (u (x,y) = ليه‎ + i(v (x,y) - 8°) | 
<|u(x,y)- a, | + |v (x,y) - Bo | >» 

وهذا ينبي إثبات النظرية . 

إن أهمية هذه النظرية تكمن في تحويل إيجاد نهاية دالة مركبة إلى إيجاد نهاية 
دالتين حقيقيتين ذات متغيرين. 

ويمكن بالاستعانة بالنظرية إثبات النظريات التالية بسهولة» كا يمكن إعطاء 
برهان (مستقل عن هذه النظرية) مباشرة من التعريف وهو لا يختلف عن 
مثيلاتها في موضوع التفاضل والتكامل. لذلك نتركه تمرينآ للقارىء. 
نظرية ۲ : 

لنفرض أن ٤‏ وع دالتان مركبتان معرفتان على جوار للنقطة ر2 (ما عدا 
احتمالاً,2 نفسها) وأن ر۷ ,۷ عددان مركبان بحيث إن: 


lim 4) = wy, lim 8(2) - و«‎ 


۸۹ 


فإن الجمل التالية صحيحة : 


lim (f + (ع‎ (2) = w, + w, أ‎ 
im (f(2) g(2)) = w, * w, 5-8 


جد وبفرض أن 0 #6 ر۷ فإن: 


lim (f2)/ g(2)) = w, / w, 
لا شك أن فكرة اتصال الدالة مرتبطة ارتباطاً وثيقاً بفكرة النهاية بل هي‎ 
: تفسير لحالة خاصة من حالات وجود نهاية الدالة . لذلك نقدم التعريف التالي‎ 


تعريف ": (الاتصال): 


نفرض أن ؟ دالة مركبة ومجال تعريفها هو المجموعة 5 يقال إن الدالة ؟ 
متصلة على النقطة 2 إذا تحققت الشروط التالية : 


أ - »حت (أي أن (ر2)٤‏ عدد مركب). 
ب - (4)2 ٣اا‏ موجودة. 
ج - lim f(z) = f(2)‏ 
ويمكن استبدال هذه الشروط بشرط واحد وهو: 
(A=) .... lim f(2) = f(z) € 6‏ 

النظرية التالية تعتبر نتيجة للنظرية ٠۲‏ نترك إثباتها تمريناً للقارىء . 
نظرية ": 

لنفرض أن الدالتين ع ٤,‏ متصلتان على النقطة م2 التي تنتمي إلى مجاه 


المشترك فإن الدوال ع + ٤‏ وع +٠١٠‏ وع /4 (بشرط 0 ۶ (,8)2) جميعها متصلة 
على النقطة م2. 


هذه النظرية تبين لنا اتصال كثير من الدوال المركبة على محال تعريفها مشل 
كثيرة الحدود: 


a, * 2 + ay * 2 + ... + 7‏ + يه = (2)م 
والدالة النسبية التي تتكون من حاصل قسمة كثيرتي حدود م وه أي أن 
الدالة (2(/0)2)م متصلة على كل نقطة 2 لا تجعل المقام (0)2© صفراً. 


كذلك فإن تركيب دالتين متصلتين يكون متصلاً كما تشير إلى ذلك نظرية ٤‏ . 
نظرية ٤‏ : 
لنفرض أن الدالة ؛ معرفة على جوار للنقطة م2 وهي متصلة عليها. وأن 
الدالة ع معرفة على جوار للنقطة (م2)؟ وهي متصلة عليها فإن الدالة f‏ ١٠ع‏ 
متصلة على .2y‏ 
الرهان: 
با أن ع متصلة على النقطة (م5)2 فإنه لكل 0 < » يوجد 0 < '8 بحيث إن : 
e‏ > | (0تأكأع - wv - fz) | > 8' > |e)‏ | 
وبما أن ٤‏ متصلة على م2 فإنه لكل 0 < ٤‏ يوجد 0 < 8 بحيث إن : 
f2) | > €‏ - (4)2| جد 8 > |2 - 2 | 
وبفرض أن ٤)z(‏ = س وأن '» - '8 فإن الجملتين السابقتين تنتجان ما يلي : 
لكل 0 < » يوجد 0 < 5 بحيث إن: 
(f(2) (| >»‏ 2 - ممع | < ( '8 > | ()؛ - 2 | ) حدة > | ىه - : | 
أي أن: 
f(2) (| >»‏ )ع - ( (f)‏ | حدة > ار - 2 
وهذا ينهي إثبات النظرية . 
لعله من المفيد كذلك أن ننوه إلى أن أي دالة مركبة اا + نا = ٤‏ متصلة عند 


۹۱ 


نقطة م2 إذا وإذا فقط كانت الدالتان نا و7 متصلتين عند ر2ء هذه الملاحظة 
نتيجة مباشرة لتعريف الاتصال ونظرية .١‏ كا أننا ننوه أنه لإيجاد قيمة النهاية 
لأي دالة مركبة نستخدم التعويض الباشر إذا كانت النقطة 2 في محال تعريف 
الدالة أما إذا نتج من التعويض الباشر إحدى الصيغ غير المحددة مشل ( © و 
© و *1 وه - ٠‏ و٠030‏ ). فإننا نوظف الطرق التي عرفها القارىء في 
حالة الدوال الحقيقية مئل (التحليل للعوامل والتبسيطء الضرب بالمرافق 
والتبسيط» القسمة على أكبر قوة للمتغير 2 في البسط والمقام (في حالة 2 
وغيرها من الطرق الجبرية) . 


الأمثلة التالية توضح الملاحظات السابقة . 


مثال ۱۲: 


لإيجاد : 

. z2” +1 
lim. 
ا‎ Z+i 





نلاحظ أن - تجعل كلا من بسط ومقام الدالة صفراً وبالتالي فإن التعويض 
المباشر يعطي © لذلك فإن التحليل للعوامل والتبسيط يساعدنا في إيجاد تلك 





النباية وهي : 
(9(+2-1)2) 1 +22 1 
س صا = lim‏ 
(z+ Ù‏ ا N z+‏ 
2- =( - 2) صا = 
مثال ۱۳ : 


الدالة (1+ ) /(1 + ”2) = (1)2 متصلة على جميع الأعداد المركبة عدا 
جذور المقام وهي ¬ = Zo‏ وبالتالي فإن الدالة : 


۹۲ 


22+ 1 





2+ [ 


تكون متصلة على جميع الأعداد المركبة © . 
مثال ۱٠٤‏ : 


الدالة ۴ المعرفة بالمساواة: 


f(z) = cos y + ie” 


متصلة على جميع الأعداد المركبة ذلك لأن ر 05© = (لا ,»)نا وهي متصلة 
وكذلك ٠”‏ = (ر ,×)۷ متصلة أيضاً لجميع قيم × ولا الحقيقية. 


۹۴۳ 


في التمارين ٠١ ١‏ جد قيمة النهاية (إن وجدت): 


2-3 +22 
أ للش > lim‏ 
z+ 1‏ (1+)مه 


3 
72 +1 





ER 
1ه‎ 


2-1 


22+ 16 


24 


Zz ¬ 4i 





1+ 2 اچ 


lim 
20 





(z + A2)” - 2 


Az¬0 Az 


1262 د 1 ز+مج 


lim, (Arg Zz) -۸ 


سے 





lim - ٩ 


۹٤ 


٠ 


2 


)2+12 


lim 


0ج2 


في التمارين ٠١ - ١١‏ جد جميع نقاط الاتصال للدالة المذكورة: 


- ۱١ 


~۲ 


- ۳ 


- ٤ 


06 


- ۱٦ 


21 عد 2 


Zz = 21 


|z| #1 


|2|> 1 


Zz 7# 0 


7” + 8i 


Z ¬ 2 
1)2( = 
-21 5 


1 
2 3 


1-|z| 
f)z( = 


a2 2 , (x, ع لا‎ (0, 0) 


0 ' (x,y) = )0, 0( 


|2 | #1 


|2|- 1 


Xx - yi 


lz|-1 


5 


1)2( = 


i , 
f(z) = ye + xX e ‘i 


0 


۷ - استخدم التعريف لإثبات ما يل : 


چ و م2 -2 2 lim‏ 
: 1 1 

ند [ ع = im‏ 

: 2 اجج 

lim 2z - (ز3‎ = )2 - ( 52 

lim (7 (ز+‎ = 0-1( 3-5 

lim (x + 2y) = -2 هل‎ 

lim Re ‘Zz = Re ‘Zz; - و‎ 


- استخدم الى المسارات المختلفة لإيجاد قيم ختلفة للنبايات التالية 


وبالتالي تستنتج أنها غير موجودة : 
ات lim‏ 
z+ 2‏ 


اقتراح : أحد المسارين 2 حقيقي والآخر 2 تخيلي مثلاً. 
xy‏ 1 1 
بات ت 111 
5 ر + × 0ع 
اقتراح : أحد المسارين 2 حقيقي والآخر × = لا. 


12 
lim 2 ج‎ 


1-جج 
اقتراح : استعن بالشكل القطبي وافرض أن أحد المسارين نصف 
داثرة الوحدة العلوي والآخر نصف دائرة الوحدة السفل. 
۹ - برهن نظرية ۲ . 
5-0 برهن نظرية ۳. 
١‏ - لتكن الدالة ؛ متصلة على جميع قيم 2. بِيِنْ أن كلا من ( ۴)2 و ()؟ 


4 


و(5)2 1١‏ و(2) ٠‏ 86 متصلة على جميع قيم 2. 
۲ - برهن أن النباية للدالة المركبة إن وجدت فإنها واحدة ووحيدة» أي أنه 
إن وجدت النهاية فإنه يوجد قيمة واحدة ووحيدة 70 بحيث إن : 


lim f(z) = wo 


2+20 
۳ أن - lim f(2) = w,‏ إذا وإذا فقط رس =) طّ)؛ lim‏ 
- برهن 0 ج 0 72 z+0‏ 


٤‏ - برهن أن ت = (2)؟ ينا إذاوإذا فقط 0- رر سنا 


۹۷ 


۲ _ م8 الدالة التحليلية : 


إن تعريف المشتقة الأولى لدالة مركبة عند نقطة ر2 في مجال تعريفها لا يختلف 
عن تعريف المشتقة الأولى للدالة الحقيقية كا يبين ذلك التعريف التالي : 
تعريف ٤‏ : 

لتكن الدالة 5 معرفة على جوار للنقطة م2 فإن الدالة ٤‏ قابلة للاشتقاق عند م2 
إذا وإذا فقط وجد عدد مركب ر۷ بحيث إن : 


- f 
(4-۲) .... w= lim وكا الى‎ 


م2 -2 حت 
ويسمى عادة هذا العدد المركب رس بأنه المشتقة الأولى للدالة 4 عند النقطة 
م ويرمز له بالرموز التقليدية : 
df‏ 7 
)2y( = “7 0)‏ 1 = رW‏ .... ( - ۱°( 
وإذا كتبنا ,2 - 2 = 7 فإن التعريف يأخذ الصورة: 
f(z, + Az) - f‏ 
لك لص اهس كنت f(z) = lim‏ .... )1-1( 
Az‏ 0جسوم 
وهذه صيغة تمكننا من النظر إلى المشتقة كدالة بالمتغير 2 وهي : 


Es 2 
مجم‎ Az 


: ۱٠١ مشال‎ 


باستخدام تعريف المشتقة جد (2)] إذا كانت 3/2 = (1)2 لكل 2 تحقق 
Argz > 7‏ > ج- ,0 < | | 


۹۸ 


الحل: 


بتطبيق الصيغة (۲ - )١7‏ للمشتقة نجد أن: 


ْ ١ 2+ 2م‎ - Vz 
10)2( = [img لل ست‎ 
20م‎ Az 


V2 )( VIFAz + ۷2 (‏ - 2 +2 ( 
اي د ب ا ا ل ع ا ص و = 
Vz)‏ + 2+2 )82 0م 


1 Az 
= lim 


۵240 Az(( Z+Az + Vz) 


1 
= lim 


420 Vz+ Az + Vz 


1 
23/27 





ننوه هنا أن الشرط المذكور في المثال يحدّد المجال الذي تكون فيه المشتقة 
موجودة وسنبحث فيما بعد طرق إيجاد مثل هذه الشروط. أما الآن نكتفي 
بعملية إيجاد المشتقة باستخدام التعريف مفترضين مجال وجودها. 


:١١ مثشال‎ 


بين باستخدام التعريف أن المشتقة للدالة < = (2)] ليست موجودة عند أي 
نقطة في المستوي المركب. 


الحل: 
بتطبيق الصيغة (۲ )١7-‏ نجد أن: 


۹۹ 


f(z + Az) ¬ f(z) 


f'(Z = lim 
A2¬0 Az 
7 + جلث‎ - 2 
= [1883 لل د‎ 
Az¬0 Az 
Az 
> || كك‎ 
ار‎ Az 


ولإثبات أن هذه النهاية غير موجودة عند أي عدد مركب 2 نجعل اقتراب 
2 = ۸2 والآخر المحور التخيلى ر وهذا يعنى أن 2 - = ۸z‏ ومن هذا 


: نستنتج أن‎ 
ون‎ A و-‎ Az 2 82 
سوم‎ Az : 
1 )2( = 0 
lim AZ =-1, Az مدع‎ 


2 

وما أن القيمتين مختلفتان فإن عك ذا غير موجودة وبالتالي تكون الدالة 
٤‏ غير قابلة للاشتقاق عند أي عدد مركب 2. 

لاحظ أن الدالة ذلا ۴)z( = 2 =  -‏ متصلة على جميع الأعداد المركبة لأن 
× = (ر ,)نا و ر- =(ر ,)7 متصلتان ولكن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق 
عند أي عدد مركب وهنا ننوه أن قابلية الاشتقاق للدالة عند نقطة مثل م2 تؤكد 
اتصال هذه الدالة عند نفس النقطة وهذا ما تثبته النظرية التالية: 
نظرية ١‏ : 

إذا كانت الدالة ٤‏ قابلة للاشتقاق عند م2 فإنها متصلة عند م2. 
الرهان: 

لا يختلف (شكلا) عن إثبات نفس النظرية في الحالة الحقيقية لذلك نتركه 
تمريناً للقارىء . 1 


Yee 


والحقيقة أن إثبات جميع قوانين الاشتقاق في الحالة المركبة يشبه (شكلا) 
إثباتبا 5 الحالة الحقيقية لذلك نتركها تمريناً للقارىء وهذه القرانين ملخصة 


بالنظرية التالية : 
نظرية :٦‏ 

لتكن ٤‏ وع دالتين قابلتين للاشتقاق عند النقطة 2 فإن القوانين التالية 
صحيحه . 
أ بل (2)'ع + (z) = f'(z)‏ '(ع * (f‏ 
ب - (2)ع (f° 8)' )2( = f(z) g'(z) + f'(Z)‏ 


ج - وإذا كان 0 < (2)ع فإن: 
(2)'ع f(2) - f(2)‏ )2( 
E‏ شاك ين رن ( ملم 
(2) 8 8 
د - إذا كانت ع قابلة للاشتقاق عند (1)2 فإن: 
g' (f(2)) ١”)‏ = )2( '9 8°( 
وهذه القوانين تمكننا من إنجاد المشتقة حیثا وجدت . 


مثال ۱۷ : 
إذا كانت » = (4)2 حيث ء مقدار ثابت فإن 0 = (۴')2ء وإذا كانت 
*2 = (۴)2 فإن ' 2ہ = (۴)2 وإذا كانت ”(3 + ¡z‏ - 37) = (2)) 
فإن: 
(¡ -ع6) “30 + جز - 327) 5 = (6)2 
وإذا كانت ٤‏ كثيرة حدود فهي قابلة للاشتقاق لجميع قيم 2 
وإذا كانت: 
2 
f) = P(z)‏ 
(0)2 


1۰١ 


حيث إن (5)2 و(0)2 كشيرتا حدود فإن ٤]‏ قابلة للاشتقاق لجميع قيم 2 التي لا 
تبعل المقام (0)2 صغفراً. 

هذه القوانين تفيدنا إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق على جوار للنقطة 2 لكن 
هناك دوال قابلة للاشتقاق على نقطة واحدة في مجالها أي قابلة للاشتقاق على 
نقطة معزولةء أنظر الخال التالي : 
مثال ۱۸ : 

بين أن الدالة 22 = (1)2 قابلة للاشتقاق على النقطة المعزولة 0 = م2 أي أنها 
غير قابلة للاشتقاق عند 0 < 2. 
الحل: 

باستخدام الصيغة (۲ - )١١‏ وبفرض أن 0 < 2 نجد أن : 

f(z + Az) - f(z) 


Az¬0 Az 


۴)2) 


(2+ A2)(Z+ A2) - zz 


= lim 
Az¬+0 Az 
Zz Az +ZAz+ Az Az 

اسل ل د صإل = 
Az¬40 Az‏ 


- im, (HEE # A2) 


وبالاستعانة بمثال ١5‏ وكون ۸2 متصلة فإن: 


3 Az 
(2)']؟‎ = 2 + |] g عك‎ 
0 A 2 


ومن ذلك فإن المشتقة ؛ غير موجودة لأن 2 - 2 2# + 2 لكل 0 ** 2 
وبالتالي فإن الدالة غير قابلة للاشتقاق لجميع قيم 0 # 2. 
أما إذا كانت 0 = 2 فإن: 
(A2) - 1)0(‏ ` 
سس سس سس س m‏ 


۴)0) = [i 
Az->-0 Az 
1 Az Az ت‎ 
= Jim لت‎ =m Az 
Az¬+0 Az Az¬0 
= 0 


معزولة . 
المركبة لأنها تلعب دوراً كبيراً في التحليل المركب وها تطبيقات هامة كذلك وهى 
تسمی دوال تحليلية . 


:۰٩ تعريف‎ 

نقول إن الدالة ۴ تحليلية ءi)راههA‏ عند النقطة م2 إذا كانت الدالة ۴ قابلة 
للاشتقاق ليس فقط عند ,2 بل عند كل نقطة في جوار ما للنقطة 2. 

ونقول كذلك إن الدالة ؛ تحليلية على مجموعة مفتوحة 8 إذا كانت تحليلية 
على كل نقطة من نقاط (1. أما إذا كانت المجموعة 1 مغلقة فإن الدالة تكون 
تحليلية على 1 إذا كانت تحليلية على مجموعة مفتوحة تحتوي على 0 . 

وإذا كانت الدالة تحليلية على كل المستوي المركب فإنها تسمى دالة كلية 
(Entire)‏ . 

إذا كانت الدالة ليست تحليلية عند النقطة م2 ولكنها تحليلية عند نقطة واحدة 
على الأقل في كل جوار للنقطة ,2 فإن النقطة ,2 تسمى نقطة متفردة (أو شاذة) 
)Singular point)‏ للدالة . 


الأمثلة التالية توضح المفاهيم التي ذكرت في التعريف السابق . 
مثال :١9‏ 

الدالة < > ٤)2(‏ دالة تحليلية على كل الأعداد المركبة (لأن ”37 = (2)؛ 
معرفة وموجودة لكل عدد مركب) وبالتالي فهي دالة كلية ولكن الدالة 
2 = (2): ليست تحليلية لأا قابلة للاشتقاق عند النقطة 0 = 2 فقط (وليست 


مثال :٠١‏ 
الدالة ل = (2): قابلة للاشتقاق على كل الأعداد المركبة 0 < 2 (لأن 
چ = (2)). وبالتالي فإنها تحليلية عند كل عدد مركب 0 6 2 أما عند 
النقطة 0 = 2 فإن الدالة ليست معرفة (فضلا عن كونها غير قابلة للاشتقاق) 
ولأن الدالة تحليلية على نقطة واحدة على الأقل في كل جوار للنقطة 0 = z‏ رما 
عدا 0 = 2 نفسها) فإن النقطة 0 = 2 نقطة متفردة (شاذة) للدالة 4. لاحظ 
كذلك أن الدالة 2 = (1)2 ليس لها نقاط متفردة (شاذة) مع كونها ليست تحليلية 
على أي عدد مركب . لاحظ كذلك أن الدالة z۰7‏ = (2): ليس لما نقاط 
متفردة (شاذة) (مع كونها قابلة للاشتقاق على النقطة 0 = 2) لأنها ليست تحليلية 

عند أي النقطة في المستوي . ۰ 

نلاحظ أن الدوال التحليلية تعتمد في تركيبها على المتغير > فقط ولكن الدوال 
غير التحليلية لا تعتمد على 2 فحسب بل على 2 كذلك» لذلك نستطيع التعرف 
على كون الدالة تحليلية أم لا بالتعبير عن متغيراتها × ولا بدلالة 2 , 2 فإذا 
استطعنا حذف 2 تكون تحليلية وإذا لم نستطع حذف 2 فإن الدالة ليست تحليلية 
كا في المثال التالي : 


مثال ١؟:‏ 
تعرّف على الدالة التحليلية وغير التحليلية بين الدالتين: 
(x + 2x + 05 + 2yi‏ = (2)ع , f(z) = x 7 + 2xyi‏ 


١ 


الحل: 
تذكر قيمتى × ولا بدلالة 2 و2 وهما: 
Re.z= 2 (Z+Z), y=Im.z= Û )2-2(‏ - 
لنحصل على : 
(2(6-2+©6 دو + (7-ے لت درج بم ل = ©ه)؛ 
(2-22 ل +( 2+ رم ے - 
72 = 
وبما أننا تخلصنا من 5 فإنها تكون تحليلية (لاحظ كذلك أن هذه الدالة قابلة 
للاشتقاق على كل الأعداد المركبة وبالتالي فهي كلية فضلا عن كنا تحليلية) . 
ولكن الدالة : 


(6-2 +2 2-م ل -(2+2) + 2+27 ل = همع 


2 +(422) ل - 


(2+ 2)7 = 
وهذه الدالة تعتمد على 2 وحيث إن: 
(8)2 ب 
ب ت کے 
272 
فإذا فرضنا أن (z)ع‏ تحليلية فإن: 
(2- (2)ع | 
2 


تحليلية على كل الأعداد المركبة ما عدا 0 = 2 وبالتالي فإن 2 تحليلية على كل 
الأعداد المركبة ما عدا 0 = 2 ولكن هذا ليس صحيحاً. أنظر مثال ٠١‏ . لذلك 
لا تكون الدالة تحليلية . 


على أن هذه الطريقة في الكشف عن الدالة التحليلية وغير التخليلية تواجه 
عدة عقبات منها قد لا يكون من السهل التعبير عن الدالة بدلالة 2 و2 خاصة 
إذا احتوت الدالة في تركيبها على الدوال المثلثية والأسية وغير ذلك. وعقبة 
أخرى قد لا يكون من السهل تبسيط الدالة لنعرف اعتاد الدالة على 2. وهناك 
نوع من الدوال تكون تحليلية على منطقة ما ولا تكون تحليلية على مكملتها 
وليس من السهل التعرف على حدود هذه المنطقة. للتغلب على العقبات جميعها 
ولذلك نحتاج إلى ما يسمى معادلتا كوشى ‏ ريمان وهذا ما خصص له البند 
التالى . 


النظرية التالية تلخص خصائص الدوال التحليلية ونذكرها يدون برهان. 
نظرية ۷: 
لتكن الدالتان ۴ وع تحليليتين على المجال © فإن الدوال ع + 4 وع 0+ 


تحليلية على المجال (1 وإذا فرض أن الدالة ع ليست 0 على أي نقطة في المجال 
2 فإن ع كذلك تحليلية . 


-١ 


تمارين ۲ ۔ ۳ 


باستخدام قوانين الاشتقاق جد المشتقة الأول للدوال التالية : 





أ ل (2(0 - 1) + ¡iz‏ - 37 = (1)2 

))2( = )21 + 54 5 

جد ا = f(z)‏ 
2 +1 

د 2 6 = (1)2 


(iz + -ع‎ 3) 


مه 17 + 3i ) - (2 )z‏ = (ج)) 
و كيلا = f(2)‏ 
باستخدام تعريف المشتقة ناقش قابلية الاشتقاق ثم كونها تحليلية أم لا 

لكل من الدوال التالية : 
أ ل 7 = f)z(‏ 
اب | f(2) = | z‏ 
تا 2ه = (2)) 
f(2) = Im-z 5‏ 
اکن له = f(2)‏ 
ا ل = )2 


إبحث في كون الدالة تحليلية أو لا بالتعبير عن متغيرات الدالة بدلالة 2 


1۰¥ 


أن (1 + f)z( = 2x + ¡i )2y‏ 
ب ل V x2 + y2 + x + yi‏ = (2)] 
خا 15 س i (3xy‏ + 3120 - ») = )1)2 
د 20 r cos 20 + i‘ r sin‏ = (2)) 
٤‏ - بين أن كثيرة الحدود تحليلية . 
ه - لتكن الدالتان ؛ وع كليتين فين أن الدوال ع ± ى ع١۴‏ دوال كلية. 
ماذا يكن أن تقول حول كلية الدالة ع/؟؟ . 


5- برهن نظرية ٦‏ . 

۷- برهن نظرية ۷. 

۸ - قانون لوبيتال: بفرض أن الدالتين 6 وع قابلتان للاشتقاق عند النقطة ,2 
بحيث 0 = (ن8)2 > (۴)2 ولكن 0 * (,2) '8 برهن أن: 





e0‏ _ هال رن 
كلد = س jim‏ 
(,2) ع (8)2 م 
f(z)‏ 5 
اقتراح : يمكن أن تكتب : حل عل الصيغة 
8(z)‏ 
(2 -2)/( 20 - هنا _ 2-e‏ _ 12 
(مه - 2( /( تع - )عا ممع - )ع )ع 
ثم جد نبهاية الطرفين. 
٩‏ - استعن بقانون لوپيتال في التمرين السابق لإيجاد قيم النهايات التالية : 
Z7 +i‏ 1 
lim - |‏ 
Zz ~i‏ 5 
6 ك2 
lim‏ 





2 س 7 امع 


١ 22-22+2‏ 
lim ESE e e ED -‏ 
((+31-1(2-2)1) + 2 امم 
٠١‏ _ أعط مثالا تين فيه أن نظرية القيمة الوسطى للدوال الحقيقية ليست 
صواباً في الدوال المركبة. أي أعط مثالا لدالة (1)2 قابلة للاشتقاق على 
محال يحتوي على قطعة مستقيمة تصل بين نقطتين ,2 ,,2 في هذا المجال 
ولكن ليس صحيحاً لأن: 
E f(z) - f'(w) (2 3 2‏ (1)22 
اقتراح : خذ مثلا الدالة تج = (2)) 
والنقاط 31 + 1- V3 1 , z=‏ - 1- = ره 


: (Cauchy - Riemann Equations) ùl) - معادلا کو شى‎ ٣ 


إن حقيقة كون دالة ما اا + نا = 4 تحليلية تفرض علاقة ما بين المشتقات 
ا لجزئية للدوال الحقيقية ذات المتغيرين نا و۷ والتى تتكون منها الدالة ۴. في هذا 
الخد ستعرق كن هذه العللاقة ريحت الوط ين حك هيده العلذفتة وكون 
الدالة تحليلية. التعريف التالي يبي العلاقة المذكورة والتى تسمى معادلتا 
كوشي ‏ ريمان نسبة للعام الفرنسي كوشي الخال الألاني ران 
Cauchy-Riemann‏ .„ 
تعريف ٦‏ : 

نفرض أن ز۷ + ن = ؟ فإن المعادلتين : 

,۷“ = رلا , ر۷ > ےل .... (۲۔۱۳) 
تسميان معادلتا كوشي ريمان. حيث إن ر۷ .7 ,ردا ها ترمز للمشتقات الجزئية 
للدالتين نا و۷ بالنسبة للمتغيرين × ولا على الترتيب . 
النظرية التالية تؤكد أن معادلتي كوشي ريمان شرط ضروري لكون الدالة ؟ 
E.‏ : 0 5 : 

نظرية ۸: 

إذا كانت الدالة المركبة 1« + ن = ۴ تحليلية على المجال 2 فإن الدالتين نا 
و۷ قابلتان للاشتقاق الجزئي بالنسبة للمتغيرين × ولا وتحققان معادلتي كوشي - 
ريمان )١7 ٠١‏ كما أن قيمة المشتقة 6 تحقق المساواة: 

1 = u, + 1 

الرهان: 

ما أن الدالة ۴ تحليلية على المجال (1 فإن '] موجودة عند كل نقطة في المجال 
2 وبفرض أن 2 ٤‏ ,2 فإن: 

f(z) ¬ f(z) 


1)2) = lim 


Zz ¬ Zo 


u(x, y) + iv (x, y) - u(x, Uy) - iv (Xo, Yo) 
N ا‎ EH YY 


۴(2)= lim 
0 × + (ثولا + ر×) - زر‎ 

PG) = lim E - Mtr ¥) + i Û v(x y) - vps yo) ) 
لوت‎ (x - x) + i (Y - yo) 


وما أن (2)] موجودة فإن كل مسارات اقتراب (لا ,*) من (ولا ,م) تعطي 
نفس القيمة للنهاية» لذلك نفرض أن ,2 - 2 = ۸2 حقيقية وبالتالي يكون 


× - × = ر2 - 2 وعندها فإن: 


u(x, - U(X, VX, YJ ¬ V(Xo, 
(x, y( (Xo Yo i i (x, y) ~ v(x» Yo) 


1'(z) = lim 
X¬+Xo x 5 ×4 X0 x 5 
)١5- ) .... (م1)2‎ = Uy, (Xo Yo) + i ¥, (<o Yo) 
وإذا فرضنا أن م2 - 2 = ۸2 تخيلية فإن (ملا - ر)ذ = ,2 - 2 وبالتالي ينتج‎ 


أن : 


ل 


U(X, - U(X, V(X, = , 
5 (x, y) متي و‎ (x, y) - v(x» Yo) 


(2o) 1 
1 (y ج‎ Yo 10 - )ا‎ 
= = بلا‎ (Xo Yo) + 373 و0‎ Yo) 
: أى أن‎ 


)٠6- 5... 1) = ۷y (Xo: Yo) 7 iu, (Xo: Yo) 


وبالمقارنة بین (۲ - )٠١ - ۲( »)١5‏ ينتج أن: 


(Xo o)‏ ال (Xo Yo)‏ و 0 (Xo Yo) e ¥, (X0 Yo)‏ لما 
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وها معادلتا كوشى ‏ ریان» حيث تكتب للتبسيط على الصيغة : 


وهذا يفيد كذلك أن المشتقات الحزئية ۷ ب۷ ,را لا موجودة وتحقق معادلتي 
كوشي ‏ ريمان في الوقت نفسه . 

ا أن تحقق معادلتي كوشي ريمان شرط ضروري لكون الدالة ٤‏ تحليلية» يعني 
أنه إذا لم تتحقق معادلتى كوشى - ريمان فإن الدالة ليست قابلة للاشتقاق أما إذا 
تحققت معادلتا كوشي ‏ ريمان فإن ذلك لا يكفي لكون الدالة قابلة للاشتقاق كا 
مثال ۲۲ : 

بين باستخدام معادلتي كوشي - ريمان أن الدالة 2 = (1)2 ليست تحليلية. 
المحل: 

ما أن زر - × = (4)2 فإن × = (ر,×)ں و = = (ل ,)۷ 


وما أن .”ا = 1- عو 1 = نا لجميع قيم آلا + × - 2 
فإن الدالة ٤‏ ليست قابلة للاشتقاق عند أي عدد مركب وبالتالي ليست 





مثال ۲۳ : 
بن أن معادلتى كوشى ‏ ريمان متحققة للدالة : 
2 
0 “م , 
2 
= (1)2 
0 تج , 0 


عند النقطة 0 = 2 ولكنها ليست قابلة للاشتقاق عند 0 = 2. 


الحل: 


نحاول باستخدام التعريف إيجاد المشتقة ‏ عند 0 = 2 لنجد أن: 


0 - (1)2 
f'(0)= lim KD <O‏ 
2-0 8 
2 ٍ 
O)‏ 
وبجعل المتغير 2 يقترب من 0 بمسارين: الأول المحور الحقيقي × والثاني 


1 , 5 = -2 


۰ و‎ 1 , Z=z 
(0) = j ]لع‎ 


وهذا يؤكد أن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 0 = 2 وبالمقابل نجد نا ,۷ 








للدالة ۴ حيث: 
(ر + ر ×3-) ز+ ( 3y‏ - ) 2 75 2 _ 
ا و 7 3 = f(z)‏ 
x+y‏ |2 
2 3 2 3 
Xx ~ 3xy y ¬ 3x y‏ 
جت بح رزوي د رر ا 
x+y x+y‏ 


وبتطبيق تعريف المشتقة فإن : 
u(x, 0) - u(0, 0)‏ 


lim x ~0 x0 x‏ 2 )0 ,0( ينا 


11۳ 


0 
وبالمثل يمكن إيجاد كل من : 
u, )0, 0( > 0 , ¥, )0,0( > 0‏ 

وكذلك 1= (0 ,0) ڕ۷. وبالمقارنة نجد أن هذه المشتقات الحزئية تحقق 
معادلتي كوشي ‏ ريمان. لاحظ أن كلا من ر۷ ۷ ,رنا مدا ليس متصلا عند 
0 =2. 

نستنتج من ذلك أن تحقق معادلتي كوشي ‏ ريمان ليس كافياً لكون الدالة 
قابلة للاشتقاق. النظرية التالية تناقش الشروط الكافية . 


نظرية 4: 

نفرض أن المشتقات المزئية ,¥ ديقا .نا للدالتين ۷ ,نا موجودة ومتصلة 
عند 2. فإذا حققت هذه المشتقات الحزئية معادلتي كوشي ريمان فإن الدالة 
اہ + نا = ] قابلة للاشتقاق عند , 2 وقيمة المشتقة عندئذ هى : 

1'(zo) = uy, (Xo: Yo) + i ¥, (*o» Yo) 

وإذا كانت تحققت هذه الشروط على جوار مفتوح يحتوي ر2 فإن الدالة ٤‏ 
تحليلية عند 2 . 
البرهان: 

لإيجاد قيمة المشتقة نحسب قيمة الكسر: 


f(z, + Az) - f(z) 


Ta Tes 
( ) 7 


- u (Xo + Ax, Yo + Ay) <u (xg رولا‎ 4 
Az 


7 v(x, + Ax, ولا‎ + AY) - ٠١ (Xo: Yo) 
Az 


١15 


ولتبسيط العمليات الحسابية نجد قيمة البسط للكسر الأول 5 الطرف 
الأيمن : 
AY) - u(x» Yo) / - 24 + Ax, yo + AY)‏ + ولا {u(x + Ax,‏ 


- u(xy, ولا‎ + Ay) + u(x, ولا‎ + AY) = u(x, Yo) } 


u(x, + Ax, ولا‎ + AY) - u(x, ولا‎ + AY) 


+ Ay u (Xo o + Ay) )نا‎ Yo) 
Ay 
وبما أن المشتقات الحزئية ردا ,لا موجودة عند م2 فإن نظرية القيمة الوسطى‎ 
تؤكد وجود عددين ”ر ,× في الفترتين [لإلك4 + ولا ءولا] ,[×4 + و« ر×] على‎ 
: الترتيب بحيث إن‎ 
u(x, + Ax, ولا‎ + Ay) - u(xo, Yo + AY) 


=u (x,y, + AY), 
21 ا ولي‎ 


u(xy» Yo AY) - وم*)نا‎ Yo) 


اب بلا - % 


ومن ذلك نحصل على ما يلي : 


AY) = u(xy, Yo) } =‏ + ولا Ax,‏ + وان 
Ay) + Ay U, (Xo: 3720‏ + ولا Ax u, (x,‏ 


وبالاستفادة من كون المشتقات الجزئية متصلةء يمكن كتابة : 
u, (Yg + AY) = U, (Xo, Yo) + €,‏ 
حيث إن 0 د ٤,‏ عندما (0 ,0) ج (ر4 ,×4) وكذلك: 
u, (Xoy Y ) = U, (Xo: Yo) + €»‏ 
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حيث إن 0 جح رع عندما (0 ,0) ج (لإلل ,41) ومن ذلك ينتج : 


AV Te {u(x + Ax, yo + AY) + u(x,» Yo) } 
= Ax {u, (xo, Yo) + e} + Ay {uy (xo Yo) + e} 
: وبالمثل يمكن | إثبات أن‎ 
دن‎ .... {v(xg + Ax, Yo + AY) - v(x: Yo) } 


(يء + Ax 4 (Xo Yo) + € + Ay 57 (Xo Yo)‏ = 
حيث إن 0 ¬ ,» ,0 د e,‏ عندما (0 ,0) ج (رھ ,41) وبتعويض (۲ - 
۷ ۲ -18) فی الكسر (۲ - )۱١‏ نحصل على ما يلي : 


f(z, + Az) - f(z) 
E 
2 
: . A 
+1 یھ‎ {v, + e} +i 2 {vy + €4) 


ج {u, + iv} + 2 {u, + ivy}‏ ك2 


د 


: حيث إن‎ 
a = Ax (e + ie) + Ay (e + ie,) 
وما أن 1> |4| فإن:‎ 
كبا‎ | > | AE | | عل | + إعذ+‎ | le + ie 
> |e, + | + |e, + أيعا‎ 
وبالتالي فإن:‎ 


lm يم‎ =0 


۱۱۹ 


f(z. + - f 
f'(z) = lim ا ا‎ TE 56 2 
9 Az¬0 Az 


- ا‎ Ax ; AY. 
= lim 2 (u, + iv,) + 3 (u, +iv)} 


+ lim 
A2¬0 


وبالاستفادة من كون المشتقات الحزئية تحقق معادلتي کوشی ۔ ريمان حيث: 


,۷~ حت إلى , ولا ح إلا 
فإن: 

, : رحا‎ : A4 : 
۴')z( = lim { (u, + iv,) + Az (=v, + iu) 

2 Ax Ay 

= i a (u, + iv,) + i e (u, + iv,) 

TT Ax +iAy 
= (u, + iv) lim سيد‎ 
. *  موما‎ Az 


= U, + iV, 
. وهذا ينبي إثبات النظرية‎ 
هذه النظرية تين أنه حتى تكون الدالة قابلة للاشتقاق عند نقطة لا بد‎ 
(بالإضافة لتحقق معادلتي كوشي  ريمان) من كون المشتقات الجزئية متصلة‎ 
. فضلا عن وجودها عند النقطة‎ 


مثال 1؟: 


بالاستعانة بالنظرية السابقة ناقش أين تكون الدالة ۴ تحليلية أو قابلة 
للاشتقاق حيث: 
(× تر y( +i)‏ + م ل) = (1)2 


11۷ 


الحل: 
نبحث عن المشتقات الجزئية للدالتين : 


1 1 
uy) = ,لوج كير لي‎ v(k,y) = 3Y ل‎ x 


وهي : الس 00 1= را , × = u‏ 
وبالتالى فإن هذه المشتقات موجودة ومتصلة. وكذلك: 
2 
الس = (1-) - = 1 مد إن الواح × جه ر۷ = إلا 
أي أن معادلتی کوشی ۔ ريمال تتحقق فقط عند كل 2 بحيث إن : 
در 
ومن ذلك فإن المشتقة تكون موجودة عند كل نقطة على القطع المكاقء 


2 

× = لاوهي: 
: کے ونام با = )9 
1س باح 1 - × = u, + iv‏ = (2) 1 


ولكن هل هذه الدالة تحليلية؟ حتى تكون تحليلية عند ,2 يجب أن تكون 
قابلة للاشتقاق على مجموعة مفتوحة تحتوي ,2 لذلك فإن هذه الدالة ليست 
تحليلية على أية نقطة في المستوي . 
مثال ۲١‏ : 

ين أن الدالة: 

f(z) = e“ cos y + ie“ sin y 

كلية (أي تحليلية على كل المستوي المركب). 
الحل: 


نجد المشتقات الحزئية للدالتين: 
=e sin y‏ (لوىع)/؟ , u(x, y) =e cosy‏ 


11۸ 


xX Xx . 
دي‎ 6 COSY , هيلا‎ COSY : وهي‎ 
تت‎ 26-6 527 xX . 
u, = ~e sinJy , V,=e siny 


وهذه الدوال متصلة لجميع قيم 2 وبالمقارنة نجد أن: 


وبالتالي فإن المشتقة موجودة عند كل نقطة من نقاط المستوي المركب وهي : 
u, + iv, = e“ cos y + ie” sin y = f(z)‏ = (2) 1 

وبالتالي فهي تحليلية على كل المستوي المركت أي أنها كلية . 

وفي نباية هذا البند نرى من المفيذ أن ننوه أنه إذا كانت الدالة 7 + ن = ؟ 
تحليلية فإنه ليس من الضروري أن تكون الدالة ن + 7 = ع تحليلية. ذلك 
يعني أنه إذا كانت المشتقات الجزئية للدالتين ۷ ,نا تحققان معادلتي كوشي ‏ ريمان 
فإنه ليس من الضروري أن نا ,۷ تحققان معادلتي كوشي - ريمان. كما يوضح 
ذلك المثال التالي : 
مثال ١5؟:‏ 

من المعلوم أن الدالة: ر×2 + ”ر - × = *2 = (1)2 تحليلية ولكن هل 
الدالة (ر - )1 + ر×2 = (2)ع (بعد تبديل دور كل من نا ,۷ في الدالة 
السابقة ؟) تحليلية؟ نطبق النظرية السابقة فنجد المشتقات الحزئية للدالتين: 


ر شيرع (لy‏ ,)۷ , u=2xy‏ 


× = 2¥ ١ وهي : بو2- = ر۷‎ 
Uu =2x , ¥ =2 

y xX 

وهذه الدوال متصلة ولكن : 0 = ر ج 2y = -2y‏ جه إلا = ا 
0 = × جه ×2 = ×2 جيه لاس = رلا 


أي أن معادلتى كوشى ‏ ريمان لا تتحقق إلا عند النقطة 0 = 2 وبالتالي فإن 
5 - )1 + ر×2 = (2)ع ليست تحليلية . 


۱۱۹ 


تمارين ۲ - 4 


-١‏ باستخدام معادلتي كوشي - ريمان بين أن الدوال التالية ليست قابلة 


للاشتقاق : 

f(2) = | z | أ ل‎ 
1)( - 57 
f(z) = 16 ٠ 2 جا‎ 
f)z( = 3y ¬ xi ات‎ 3 
f(z) = e” cos x + ie” sin x هو‎ 


باستخدام معادلتي كوشي - ريمان بين أن الدوال التالية ليست تحليلية عند 


أية نقطة في © . 

))2( = ر×3 + ٭)‎ - 5×( + ¡i (و5 - بو شيرق - ر)‎ 5 
”م = (2)؛‎ + y( +15 - ×( ب‎ 
f(z) = (x ثر+‎ + (2xy) i ج‎ 
f(z) = e“ cosy + ie” sin y ف‎ 


باستخدام معادلتي كوشي - ريمان بين أن الدوال التالية تحليلية على كل 


المستوي المركب: 

f(z) = e” cos 2y + ie” sin 2y ا‎ 
f(z) = sin x cosh y + i cos x sinh y ب‎ 
))2( = 2x )1 - ج 20 + ر - ×) ¡ + (ر‎ 
f(z) = )22 + 3) e” (cosy - isin y) د‎ 


1۰ 


برهن أنه إذا كانت الدالة ۴ تحليلية على المجال 12 وكانت 0 = (2) لكل 

2 في ط فإن » = (1)2 لكل 12 ٤‏ 2 حيث إن » (عدد مركب) ثابت. 

بفرض أن الدالة نہ + د = ۴ تحليلية على المجال © بين أن: 

أ إذا كانت ن دالة ثابتة على المجال 1 فإن ٤‏ ثابتة على 2. 

ب - إذا كانت ؛ دالة ثابتة على 2 فإن ؟ ثابتة على 5 . 

ج - إذا كانت |6| دالة ثابتة على المجال 1 فإن ۴ كذلك دالة ثابتة على 
المجال (1. 

بفرض أن 1 + س = (4)2 دالة تحليلية على المجال 2 بين أن: 

أ إذا كانت إن + 7 تحليلية فإن ۴ دالة ثابتة على 12. 

ب - إذا كانت ٤‏ دالة حقيقية القيمة فإن ؟ دالة ثابتة على 5 . 

ج إذا كانت (۴)2 تحليلية فإن ٤‏ دالة ثابتة على 5 . 

د - إذا كانت | (22 | تحليلية فإن ۴ دالة ثابتة على 2. 

إفرض أن ؟ دالة معرفة بالمساواة: 


43 , 3 


X 3 Vy i 
س‎ VY +1۷ x ,2 0 
f(z) = x+y 
0 ._ ,2=0 


بن أن معادلتي كوشي ‏ ريمان تتحقق عند 0 = 2 ولكن الدالة ليست قابلة 
للاشتقاق عند 0 = 2. 

بين أن الدالة | (1 - 2)2 | = (۴)2 ليست تحليلية على أية نقطة في 
المستوي المركب . 

اقتراح : حاول إثبات ذلك بالتناقض بالاستعانة بفرع د من تمرين ٦‏ . 
بفرض أن الدالتين ۷ ,نا بدلالة الإحداثيات القطبية 0 ,۲ بين أن معادلتي 
کوشي ‏ ريمان تأخذ الشكل التالي : 
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وأن المشتقة الأولى هي : 
لك 
fo‏ 
٠‏ - باستخدام معادلتي كوشي ‏ ريمان بالشكل القطبي (المذكور في التمرين 
السابق) جد المجال الذي تكون عليه الدالة "< = (1)2 تحليلية . 


: باستخدام الشكل القطبي لعادلتي كوشي  ريمان بين أن الدالة‎ -١ 
f(z) = In r + §i 


f(z) = e" (u, + vi) = )وق ¬ و۷( م‎ 


تحليلية في المجال 7 > 0 > - , 0 ١<‏ وإن المشتقة هي : 


ل = ()” 


۲۲ 


؟ ‏ ه الدوال التوافقية وتطبيقاتها: 


من المعادلات المامة في العلوم الفيزيائية والهندسية المعادلة التفاضلية الجزئية 
من الدرجة الثانية التالية: 








والتي تسمى معادلة لابلاس نسبة للعالم الفيزيائي aceاapا‏ . إن الدالة 
الحقيقية القيمة ذات المتغيرين ( ,*)نا التي تمثل حلا هذه المعادلة ذات أهمية 
كبيرة ومعانٍ هامة. مثل الجهد الكهربائى والجهد المغناطيسى» كما تمثل الإزاحة 
في تذبذب غشاء مطاطي (ذا بعدين) بالإضافة إلى تدفق سائل على مستوي 
ثنائي الأبعاد. ۰ 


إن مثل هذه الدالة (و ,*)نا تمثل الحزء الحقيقي لدالة مركبة آلا + دا > 1 


يك : 
خاي سه سه 
کے سس qu‏ 


سهھه 
سيه سه 
هھ سه 


کک له سه 


ا ا 





)١( شكل‎ 


تكون تحليلية في جال ما وهذه الدالة التحليلية يمكن النظر إليها فيزيائياً بأنها 
تمثل تدفقاً 110 لسائل ما. 

کا ينظر إليها بأنها تغل حقلاً 51619 من المتجهات. لكل هذه الملاحظات 
فإن مثل هذه الدالة (ر ,*)نا لها أهمية خاصة لذلك نعرفها فيا يلى : 
تعريف ۷: 

تسمى الدالة حقيقية القيمة (لا ,“)نا ذات المتغيرين ر ,× دالة توافقية في 
المجال 2 إذا كانت المشتقات الجزئية من الدرجة الثانية هذه الدالة نا بالنسبة 
للمتغيرين لا ,× موجودة ومتصلة وتحقق : 
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حيث إن ”7 ترمز للمؤثر التفاضلى التالي : 
02 02 
êy‏ تيرق 


النظرية التالية تربط بين الدالة المركبة التحليلية وبين الدوال التوافقية . 


نظرية ٠١‏ : 
إذا كانت الدالة اا + نا = ع تحليلية على المجال 2 فإن كلا من ,(ر ,»)نا 
(لا ,×)۷ توافقية في المجال (1. 


الرهان: 
با أن نہ + نا > تحليلية في المجال 2 فإن ۷ ,نا تحققان معادلتى كوشى - 
ريمان بالإضافة إلى كون المشتقات الجزئية ها موجودة ومتصلة وبالتالي ينتج أن: 


U =v 
Xx 








۷= , 
y x‏ 
وبإيجاد الإشتقاق الثاني بالنسبة للمتغيرين لا ,× نجد أن: 


Uu =v , U = =۷ 
yy xy 


y 
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ولكن معروف من التفاضل والتكامل أن أي دالة قابلة للاشتقاق الثاني تحفق 

المساواة ر۷ = ر۷ ومهذا فإن: 
0 = پر + ينا 

وهذا يثبت أن نا توافقية (أي تحقق معادلة لابلاس). وبالمثل يمكن إثبات أن 
۷ توافقية كذلك . 

إذا كانت الدالتان ۷ ,نا توافقيتين (تحققان معادلة لابلاس) وكانت المشتقات 
الجزئية لكل من ۷ ,نا بالنسبة للمتغيرين رز ,“ا موجودة ومتصلة على مجال 2 
وتحقق معادلتي كوشي - ريمان فإن: 
الدالة ۷ تسمى المرافق التوافقي للدالة : (\I-)....1‏ 


وبتطبيق نظرية 4 نستنتج أنء إذا كانت ۷ المرافق التوافقي للدالة نا على 
المجال 5 فإن: 


الدالة اہ + ں = ۴ تحلياية على المجال: (Y-....D‏ 


وهكذا يمكن أن نقرل إن الدالة اہ + س = ۴ تحليلية على المجال 2 إذا وإذا 
فقط كانت الدالة ۷ درافقاً توافقياً للدالة نا على المجال (1. 


مثال ۲۷ : 
ين أن الدالة : ”ر×3 - ”× = (ر ,»)نا توافقية على المستوي المركب. 
المحل: 


نجد ااشتقات الحزئية من الدرجة الشانية للدالة نا بالنسبة للمتغيرين لا ,× 


وهي : 
×6 = پلا , 3y”‏ - ×3 = ونا 
6x‏ - كينا ةف الإغا6- = إنا 
وبالتالي ينتج أن: 0 > ينا + ينا 


يل 


لجميع قيم لا ,× الحقيقية» ومن ذلك فإن نا توافقية على المستوي المركب. 
الثال التالي يبين كيف نجد المرافق التوافقي لدالة توافقية . 


مثال ۲۸: 


بِيِنّ أن الدالة (ر + *) ها = (ر ,*)نا توافقية على كل الأعداد المركبة 
0 عع 2 ثم جد المرافق التوافقى (لا .)7 لها. 


الحل: 


نجد المشتقات الحرئية من الدرجة الثانية للدالة (ر ,*)نا بالنسبة للمتغيرين 








لا ,× وهي : 
فح _ ل 
E E ORR‏ 
20-5 ا 
لضم و و حارلا 
وبالجمع ينتج أن: 0 ينا 


وهذا يشير أن نا دالة توافقية على كل الأعداد المركبة 0 < 2 وبا أن ۷ هي 
المرافق التوافقى للدالة نا فإن (۲ -۲۲) تؤكد أن 71 + ن تحليلية على كل 
الأعداد المركبة 0 < 2 وبالتالي فإن , دا تحققان معادلتي كوشي ‏ ريمان ومن ذلك 





نستنتج أن : ۷ک و كنا 
- “.ل؟' ° 2x‏ 

ومن المعادلة الأولى فإن: تحت كح ردكا 
Xx +y‏ 


وبإجراء التكامل بالنسبة للمتغير لإ نستنتج أن: 
2x‏ 
وھ س [ ٠‏ = ززعم 
XxX +y‏ 


(«)ع + (y/x)‏ مه 2 = 





حيث إن (×)ع تمثل ثابت التكامل بالنسبة للمتغير لا. لكي نجد الدالة ۷ 
يجب أن نجد (×)ع لذلك نستفيد من المعادلة الثانية من معادلتي كوشي - ريمان. 





حيث أن: 
0 2 
(×)'ع + (×/ل) س .۰ س = (لإ ,)7 
(y/xX) dx‏ + 1 
-2y‏ 
e E ()‏ 
لا + XxX‏ 
ولكن : 
2y‏ 
لستلسس د = ل = 
ا x y‏ 


وبالمقارنة بين قيمتى ,۷ فإن 0 = (»)'ع لذلك فإن ء = (×)ع وهي الدالة 
الثابتة» وهذا يعنى أن المرافق التوافقى للدالة نا هو: 
(y/x) + c‏ "مه 2 = )¥ v(x,‏ 


منحنيات المستوي ه]. ولمعرفة منحنيات المستوي للدالة نا في الال السابق 
نفرض أن ع = C, U(x,Yy)‏ = مقداراً ثابتاً لنجد أن: 
ع = in (x + y*)‏ 
ومن ذلك فإن “ه = ”ر + ”× تمثل دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 
۷ وكذلك بفرض أن 0 = (ر ,×)ہء 0= مقداراً ثابتاً نجد أن : 
tan" (y/x) = 6‏ 2 
ومن ذلك فإن (0/2) هه × = ر تمثل معادلة خط مستقيم ميله 0/2 (مع 
العلم أن نقطة الأصل ليست في المجال) فيكون شكل منحنيات المستوي تلك 
كا يلي : 


۲¥ 





3 = x tan 0/2 


شكل (۲) 


إن علاقة التعامد بين منحنيات المستوي تعني أن المماس لمنحني 56 
» = (ر ,*)نا يعامد المماس لمنحنى المستوي 8 = (لإر×)۷. ۰ 


۸ 


ا 


٥ - ۲ تمارين‎ 


بين أن الدوال التالية توافقية : 


u(x, y) = cosh x sin ا لا‎ 
u(x, y) = y + 3y ت‎ 
u(x, Jy) = e” cosy ج‎ 
u(x, ¥) = sin x cosh قت لا‎ 
u), هھ ۔- ×2 + ”ر - شير = (ر‎ 
u(x, y) = x(y ~1) + y - و‎ 
u(x, y) = tan’ (y/x) , x #0 - ز‎ 
جد إن أمكن المرافق التوافقي (ر ,*)7 للدوال المذكورة في التمرين‎ 

السابق . 


هل يوجد دالة تحليلية ٤‏ بحيث إن: 
Re * f = x? - 3xy? + 2y‏ 

جدها إن وجدت واذكر السبب إن لم توجد. 
جد قيم ۷ ,8 ,» التي تجعل الدالة : 

u(x, ¥) = ax” + Bxy + yî 
. توافقية‎ 
: هل يوجد دالة تحليلية ۴ بحيث إن‎ 

Im-f=%+y? 

جدها إن وجدت واذكر السبب إن لم توجد . 
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- ٦ 


ADE 


إذا كانت 7 مرافقاً توافقياً للدالة التوافقية فة ا فين عتال أنه لن رورا 
أن تكون نا مرافقاً توافقياً للدالة ۷ (مى يكون ذلك 0 


إذا كانت ۷ مرافقاً توافقياً للدالة التوافقية نا في المجال © فبِينٌ أن الدالة 
لأس مرافق توافقي للدالة ¥. 
إذا كانت ۷ مرافقاً توافقياً للدالة التوافقية فقية نا في المجال 12 فبِينٌ أن ۷ن دالة 
توافقية في المجال (1. 
إذا كانت ۷ مرافقاً توافقياً للدالة التوافقية نا على المجال 2 فبِينٌ أن الدالة 
7 “نا دالة توافقية على 5 . 
لأي دالة توافقية (ل ,“)نا برهن أن (ر- ,»)ن = ۷ دالة توافقية 
كذلك. 
بفرض أن الدالة 7 + ن = f‏ دالة تحليلية وليست صفراً في المجال 2 
أثبت أن الدالة | (۴)2 | 18 توافقية على المجال (1. 
بالإستعانة بتمرين 4 في البند السابق برهن أن معادلة لابلاس تأخذ 
الصيغة التالية بالإحداثيات القطبية : 

0 = يونا + TF uy, + ru,‏ 
حيث إن (9 ,)نا دالة بالمتغيرين 0 ,۲ توافقية على المجال 0 الذي لا 
يحتوي على نقطة الأصل 0 = 2. برهن أيضا نفس المعادلة للمرافق 
التوافقى (0 ۷)٣,‏ للدالة نا. 
بالاستعانة بالتمسرين السابق برهن أن الدوال التالية توافقية ثم جد 
مرافقها التوافقي . 
أ u(r, 0) = r” cos n9‏ 
5 6ط + u(r, 0) = (r‏ 
لأي دالة تحليلية اہ + نا ؛ في المجال 2 بين أن منحنيات المستوي 


1 


- 0 


© = (ر ,)نا للدالة نا ومنحنيات المستوي 4 = (7),9 للدالة ۷ 
متعامدة . 
اقتراح : جد ميل نا وهو 44ع = ا المعرف بالمساواة: 


Vu = (U, ف‎ 


ثم جد 0۷ وبين أا متعامدان وذلك بإيجاد الضرب الداخلي لهم] 
Vu: Vv‏ ., 


ارسم منحنيات المستوي للدوال 7 ,نا ولا حظ خاصية التعامد بينهها: 


1ل 2= ب لذ -ه)» 


ج 2 = f)2(‏ (استخدم الشكل القطبي). 
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الفصل الثالث 


الدوال الأساسية 
ELEMENTARY FUNCTIONS‏ 





٠١-٣۳‏ الدالة الأسية 
۲-۴ الدالة اللوغاريتمية 
٣-٣۳‏ الأسس المركبة 
٤-۴۳‏ الدوال المخلشية 
۴ه الدوال الزائدية 


۳ 


الفصل الثال 


الدوال الأسية 


Elementary Functions 


في هذا الفصل نعرض لمفاهيم بعض الدوال المألوفة لدى القارىء في 
التفاضل والتكامل مثل الدوال الأسية واللوغاريتمية بالإضافة إلى المثلثية 
والزائدية لنرى المفارقات ف خصائص تلك الدوال عندما تعطى تعريفاً مركباً . 
١‏ الدالة الأسية (Exponential Function)‏ : 
تعرف الدالة الأسية بالمساواة التالية : 
e“ cosy + ie” sin y‏ = أ = )١ - 35 .... exPpZ‏ 
حيث إن *»© هى الدالة الأسية الحقيقية وكذلك ر هأة ,ر 5مه الدوال المثلثة 
الحقيقية. وهذا التعريف يتوافق مع صيغة يولر إذا كانت 0 = 2 ٠‏ 16 حيث 
expz = e” = cosy +isiny = e”‏ 
(T-).... u(x, y) =e cosy , v(x, y) =e“ sin y‏ 
نستطيع استنتاج خصائص الدالة “ع. سنركز على خصائص الدالة © التي 
تختلف عن خصائص الدالة الحقيقية *6 أما الخصائص المشتركة ها (أي 
الصحيحة ف الحالتين) سنذكرها دون إثبات . 


نار 


ومن أهم الخصائص للدالة المركبة “© أنها دورية في حين أن الدالة الحقيقية 
*» ليست كذلك . هذه الخاصية تثبتها النظرية التالية : 
نظرية ١‏ : 

الدالة المركبة “© دورية بدورة مقدارها 251 وبالرموز فإن "» = ٠‏ إذا وإذا 
فقط تحقق الشرط: 


(F-F)....Z~-w=2nri , n=0, +1, 22, ...‏ 
وبشكل خاص فإن 1 = ٠‏ إذا وإذا فقط تحقق الشرط : 
E2,...‏ باع (-T)....Z=2nTi , n=0,‏ 
الرهان: 
بتطبيق تعريف (۳ - )١‏ نستنتج أن: "ع = “ء إذا وإذا فقط تحقق الشرط : 
ألم “م = آم “م 


حيث إن الا + »× = 22 4ه + 5 = ۷ ومن ذلك ينتج أن 5 = »× وكذلك 
y= 051‏ ومع 4 sin‏ = نا sin‏ وبا أن الدوال لإ 05 ,ر هزه دوال دورية بدورة 
قدرها2# فإن حل المعادلتين 0514© = لا 05ع©. 5[2814 = ل 518 هو 
7 = † - لإ ولكل عدد صحيح 25 وبالتالي فإن "6 = ١‏ إذا وإذا فقط : 


... ,£2 ,1+ ,0 دم ZzZ~w =2nTi‏ 
وإذا فرض أن 0 = س سنحصل على المطلوب الآخر. وهذا ينبي إثبات 
النظرية . 
وبا أن هذه الدالة دورية فإنها تنقل بشكل واحد لواحد الشريط اللانهائي 
10٠2 > 7‏ > 0 إلى المستوي المركب (0) - € ذلك أنه لا يوجد عدد مركب 
2 بحيث إن 0 = 6. 
النظرية التالية تبين العلاقة بين الدالة الأسية الحقيقية *© والدالة الأسية 
المركبة “© . 


غيل 


نظرية ؟ : 
الدالة الأسية الحقيقية ٠"‏ تمثل القيمة المطلقة للدالة الأسية المركبة “ع 
وبالرموز فإن: 
(“-P....|e|=e”‏ 
وكذلك : 
....arge =Im*z+2nr , n =0, +1,...‏ 5 - 0 


الرهان: 
بتطبيق التعريف (۳ - )١‏ فإن: 
|e” |= |e“ e | = e‏ 


وكذلك 
arg e” = arg e”‏ 


n =0, #1, 2...‏ , 20# + باع 
وهذا ينبى إثبات النظرية . 
النظرية التالية تجمع خصائص الدالة الأسية المركبة المشابهة لخصائص الدالة 
الأسية الحقيقية . 
نظرية ۳: 


لأي عددين مركبين 7 ,2 فإن: 


(Y-....e ‘e =e” 3-1 
عت = )8( ا وم‎ 58 
ATE mT ج‎ 


5 الدالة ٠”‏ تحليلية على كل عدد مركب 2 (أي أنها دالة كلية) حيث: 
“ع = Eee (eَ”)‏ 


مضل 


البرهان : 
نبرهن الفرع (د) ونترك إثبات بقية الفروع تمريناً للقارىء ولذلك نستعين 
بمعادلتي كوشي ‏ ريمان وحيث إن : ش 
e” = e” (cosy + i sin y)‏ 
فإن : 
u=e“ cosy , V=e“siny‏ 
وبالتالي فإن المشتقات الحزئية : 
u, = e COSY , u, = ~e“ sin y‏ 
v=esiny , v, = e” cosy‏ 
موجودة ومتصلة وحيث إن ,۷- = ردا , ر۷ = را فإن الدالة ٠‏ قابلة 
للاشتقاق عند كل عدد مركب 2 وبالتالي فإنها تحليلية على المستوي المركب أي 
أنها دالة كلية وكذلك: 
كع = (e) = e“ cos y + ie” sin y‏ ع 
وهذا ينبي إثبات النظرية . 
مثال :١‏ 
جد جميع قيم 2 بحيث إن: 
e =1+ V3 i‏ 
الحل: 
إذا فرضنا أن “م د بن 
فإن النظرية ۲ تؤكد أن: 
argw = Im‘ z + 07‏ , *ه - | ب | 
وبالتعويض عن قيمة ۷ بالعدد المركب 1 ۷3 + 1 فإن: 


1۸ 


e=|w|=2 , 2ح عر‎ 
y = 10 ١2 2 Arg w + 7 
= Arg )1 + V3 i) + 20 5 


... ,2+ ,1 ,0 - وه 2 كد 


وبالتالي ينتج أن: 2n 7)i‏ + 5) + 2ه yi‏ 


مثال ؟: 
وبالمحافظة على عمومية الحل في المثال السابق فإن قيم 2 التي تحقق المعادلة : 
بدك ش 
هی : ....z=ln| w | + (Arg w + 2n m) i,‏ د كلل 


n =0, t1, 2, ... 
:" مثال‎ 


إبحث تأثير الدالة “6 = س على الخط المستقيم : 


أ د =٤‏ ر,» = × حيث » عدد حقيقى وثابت وا متغير حقيقى يحقق 


5 > > 0. 
بد م = لاز ,) > × حيث 8 عدد حقيقى ثابت و ) متغير حقيقى موجب . 
الحل: 
الخط المستقيم في الفرع (أ) معرف با يلي : 
5 >> 1 > 0 , 1 + يح - إل +ع 2 


وبالاستفادة من مثال ۲ فإن: 
خم دك د wl‏ 


5 >5 )> 0 , )ع باع بعرم 


۱۴۹ 


وبالتالي فإن: 


ويمكن تمثيل هذه المنطقة بيانياً في المستوي ۷ ,نا كما يلي : 
u=e“ cost , vV=e“sint‏ 
وهذه معادلة دائرة نصف قطرها ٠“‏ ,7 > ؛ > 0 ومن ذلك فإن صورة الخط 
المستقيم الرأسى عبارة عن قوس في دائرة نصف قطرها “© يتحدّد حسب قيم ) 


.1!m ٠ أو‎ 





شكل )١(‏ 
لاحظ أنه إذا أخذت ) القيم 7 > ) > م7- فإن صورة الخط المستقيم هو كل 
الدائرة التى نصف قطرها ٠“‏ ولكون ٠‏ دورية بدورة قدرها 251 فإن كل نقطة 
على حيط الدائرة تمثل صورة عدد لا نهائي من النقاط على الخط الرأسي المسافة 
بينها مضاعفات الدورة 27 أي أن صورة النقاط : 


{z= au + )+ 1(جم2‎ , n > 0, +1, 22,.... [ 


هى النقطة : 


u + vi = e“ cost + ie sint , ~7 <t S7. 


z=x+yi=t+Bi , 20خ‎ 


وبالاستفادة من مثال ۲ فإن: 
|w|=e , <0‏ 
8 ع Arg w = y‏ 
وما أن w‏ ع۸۲ مقدار ثابت فإن: 
u=cos Be , v= sin 8 6‏ 
تمثل معادلة شعاع أي نصف المستقيم الذي تكون معادلته : 
نا (8 v = (tan‏ 
وزاوية ميله 8 حيث تكون صورة النقطة أ8 + 0 = 2 هي النقطة 
sin 8‏ ¡ + 8 كه وكل) زادت قيمة ا فإن صورها تتحرك على الشعاع باتجاه 
السهم في الشكل أدناه. 
كا نترك للقارىء استنتاج أن صورة المستقيم المحدد بقيم 1 حسب المتباينة 
0 > ؛ هي الجزء من الشعاع الممتد من النقطة 8 هذه 1 + 8 05 إلى نقطة 
الأصل (وبالطبع عدا نقطة الأصل نفسها) . 





شكل (۲) 


١:١ 


جد قيمة “© لكل قيمة من قيم < التالية: 

z= ل‎ E z= V3 -¡ 2 
ال +21 و كود‎ 555 

جد قيمة 2 التي تحقق المعادلة « = “ع لكل قيمة من قيم س التالية: 
ا 2 = Ww‏ بد 1/3+1 w=‏ 
جد 1-1 د بن 3 4 w=‏ 

عبر عن الدوال التالية بالصيغة ا + نا: 

آي “بي = (1)2 ا f)2( = e‏ 
ع e‏ 0 تلج = (2)) 

لأي عدد مركب 2 بين أن: 

أ ل (*| exp (| z‏ > | ثم exp‏ | 
ب exp (Z) = exp z‏ 
برهن صحة ما يلي : 


أ 1 > | * ه | إذا وإذا فقط تحقق الشرط 0< 2 186. 
ب (م) = ٠‏ إذا وإذا فقط تحقق الشرط: 

...22 ,1غ ,0 > هم , 5م 2ج 
برهن أن الدوال التالية ليست تحليلية عند أي نقطة في المستوي المركب: 
E f)2( = e 80‏ ام = (ج)] 


4۲ 


۷- جد المشتقة الأولى للدوال التالية ثم جد المجال الذي تكون عليه الدالة 





تحليلية : 
ان f(z) = e‏ 55 تع 22 = (1)2 
ف 
6 - بالاستعانة بقانون لوييتال المذكور في التمرين ۸ من التمرين ۲ -” بين 
أن : 
“م ¬ 1 eَ” — j‏ 
أ د 1= lim‏ نس lim ¬ =i‏ 
2 0ج ۰ 3i‏ 5 5 


۹ - برهن الخصائص أ ب ج الواردة في نظرية 7 . 
٠‏ - جد الشرط (الشروط) التي تجعل الجمل التالية صواباً: 
أ دب قيمة ٠‏ حقيقية خالصة. 
نام قيمة “© تخيلية خالصة . 
١‏ بالاستعانة مال " بِينُ أن صورة المنطقة المستطيلة ۸ حيث: 
١:2 > >(‏ ط1كع 0 , 2 > 6ه > 0:0 2) R=‏ 


تحت تأثير الدالة “© = (1)2 هي نصف الحلقة © حيث إن: 


0 ع‎ {weC:1s|w| se , 0 > روه‎ <n} 


كا في الشكل التالي : 





١4 


۲ - لأي عدد حقيقي » جد صورة الشريحة اللانهائية. 
{ze 0: » < Im ٠١: < a + 27)‏ 
تحت الدالة “م - (z)؟.‏ 
٠‏ - جد صورة الخط المستقيم : 
{zeC:z=t +(t + 2)i, teR}‏ 
تحت الدالة ‏ تم = (4)2. 
- إذا كانت الدالة (8 ,*)؟ تمثل المرافق التوافقي للدالة (ر ,*)نا فبين أن 
الدالة : 
F(Z) = U (x, y) + iV (x,y)‏ 
تحليلية حيث إن : 
U (x, y) = e" cos v (x, y)‏ 
V (x, y) = e" *™ sin v (x, y)‏ 
٠‏ - صف سلوك الدوال: 
أ 53 ( ٣‏ )م 


عندما تقترب × من 66- 


+ یم عندما تقترب لا من 6 
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" ۲ الدالة اللوغاريتمية : 


بين لنا في البند السابق أن الدالة المركبة الأسية ©© دالة دورية وبالتالي فهي 
تعين صورة واحدة ووحيدة لعدد لا نهائي من الأعداد المركبة في محال تعريفهاء 
وهذا يعنى أن الدالة “© ليست واحد ‏ لواحد بل هى دالة متعدد ‏ لواحد. ومن 
المعلوم لدى القارىء أن الدالة العكسية لأي دالة من نوع متعذد ‏ لواحد غير 
تصبح واحد - لواحد لنتمكن من دراسة الدالة العكسية لماء. ولكن يكن أن 
يُنظر إلى الأمر من زاوية أخرى تماما كما ينظر للدالة الضمنية («)5 = لا التي 
تضمنتها المعادلة 0 = (ر ,×)۴ في التفاضل والتكامل أي يكن أن ننظر لعكس 
الدالة من نوع المتعدد ‏ لواحد من الجهة الأخرى ونسميها دالة متعددة القيمة 
أي أنها تعين قيم متعددة كصور مختلفة لعدد مركب واحد في جال تعريفها. 
من المعلوم أن دالة اللوغاريتم الطبيعي الحقيقية × ها تمثل الدالة العكسية 
للدالة الأسية الحقيقية “ع لأنها واحد ‏ لواحد. وحيث إن الدالة المركبة ”ع 
ليست واحداً ‏ لواحد بل هي متعدد ‏ لواحد فإن الدالة (العكسية) لها ستكون 
دالة متعددة القيمة وهى الدالة اللوغاريتمية المركبة ىا يشير التعريف التالي : 
تعريف :٠١‏ 
الدالة اللوغاريتمية المركبة التي يرمز ها بالرمز 2 08! معرفة بالمساواة التالية : 
|z| > 0‏ , 2(1ععه) + (Y- 5 ....logz = In |z|‏ 
وبلغة الإحداثيات القطبية للعدد المركب 2 حيث "16 = 2 فإن: 
r>0‏ , أ + ع ماع 2 هه1 . .... 03-5 
حيث إن 0 تمثل إحدى قيم 2 358 وبا أن 2 358 متعدد القيمة لأي عدد مركب 
2 فإن: ۰ 


تال 


0 <: , 1 ص2 + 0) + ....logz=linr‏ ”© - 1) 
t1, £2, ...‏ ,0 دعس 
وهذا يبيل لنا أن الدالة 2 108 متعددة القيمة حيث تعين عدداً لا نبائي من 
الصور المختلفة للعدد المركب الواحد 2. 
إن الدالة متعددة القيمة ٤)2(‏ تتضمن دالة وحيدة القيمة (۴)2 باختيار مجال 
مناسب (1 تكون فيه قيمة (1*)2 إحدى قيم الدالة متعددة القيمة (1)2 وعندها 
تكون الدالة (۴)2 واحد ‏ لواحد. وإذا كانت الدالة (۴)2 تحليلية في المجال © 
فإنها تسمى فرع للدالة (1)2. 
إن الدالة 2 ع٥1‏ حيث: 
(l0-)....Logz=ln|z| + (Argz)i , || >0‏ 
تسمى القيمة الرئيسية للدالة 2 108 واحد ‏ لواحد وني هذه الحالة فإنها تمثل 
الدالة العكسية للدالة الأسية ٠‏ حيث يكون: 
e # =z‏ راود تع ومآ .... 3 -7ل) 
وحتى بین أن الدالة 2 ع٥1‏ فرع للدالة 2 108 نحتاج أن نبحث قابلية هذه 
الدالة للاشتقاق وهى في النظرية التالية . 
نظرية 4 : 
أ الدالة 2 ع٥1‏ ليست متصلة عند كل نقطة 2 تحقق الشرطين 0 > 2 ٠‏ 56 
و0 = ٠z‏ "1 (أي على الأعداد الحقيقية غير الموجبة) . 
ب الدالة 2 108 قابلة للاشتقاق عند كل نقطة 2 لا تقع على الشعاع ,0 = ۲ 
> = 6 رأي أن 2-0 وكل 2 تحقق الشرطين ,0 = 1٠2‏ 
٠ 2 > 0‏ 36 تمثل نقطة متفردة للدالة 2 108) . 
البرهان: 


بالاستفادة من الشكل القطبى للدالة 2 ع0! وهو: 
0i , <0‏ +ع صاع logZz‏ 
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فإننا نجد نهاية الدالة 2 ع٥1‏ عندما تقترب 2 من النقطة ,2 التى (تحقق 
الشرطين 0 > م2 ٠‏ 26 , 0 = و2 ٠‏ 1۳) تقع على الشعاع 7 = 0 بسلوك مسارين 
الأول اقتراب 2 من م2 من النصف الأعلى للمستوي والثاني اقتراب 2 من 20 
خلال النصف الأسفل للمستوي المركب,. لنجد أن: 


lim log z = lim (In r + 0i) 
7 (r,0)¬>(ro,7) 
= Inry + Ti 





المسار الثاني المسار الأول 
شكل )٤(‏ 
في حالة المسار الأول وان : 
lim log z = lim (Ilnr + §i)‏ 
(r,0)¬+(ro,7)‏ 220 
Ti‏ ¬ و1 صا = 


في حالة سلوك المسار الثاني وحيث إن للنهاية قيمتين مختلفتين فإن 
2 18 ا غير موجودة عند كل نقطة م2 تحقق الشرطين: 
101١0220 , Re‘z)( <0‏ 
وهذا ينهي إثبات الفرع (أ) ولإثبات الفرع (ب) فإنه يكفي أن نبين أن 
المشتقات الحزئية للدالتين نا و« اللتين تتكون منب| الدالة 2 ع10 تحقق معادلتي 
كوشي ‏ ران عند كل نقطة لا تقع على الشعاع # = 0. ذلك أن الفرع (أ) 


14۷ 


الدالة ليست قابلة للاشتقاق (وبالتالي ليست تحليلية) عند النقاط 2 التي تحقق 
٠ >> 0‏ 26 و0 = 2 ٠‏ 1 لكونها ليست متصلة عندها. وحيث إن: 
r>0‏ , 01 + سصاع جعه1 


فإن : 


:ها ع v(r,0)=0 ; u(r,0)‏ 
وبالتالي ينتج : 
v= 0 , vq =1‏ , 20 ينا , لط = u,‏ 
وهذه المشتقات الحزئية موجودة ومتصلة عند كل ,2 بحيث إن : 
|z|>0‏ , 7#« جعرة ع 6 
وكذلك تحقق : 


له 21 
ا مم كرس كيرد 0 


وهما معادلتا کوشی ‏ ريمان أي أن الدالة 2 ع0! قابلة للاشتقاق عند كل 2 لا 
تقع على الشعاع # = 0 ,0 = | 2 | حيث تكون مشتقتها: 
(u +iv)‏ تع = (log z)‏ ىه 
1 [6- 


1 د 1د 
r re™‏ 


1 
(log z) = 2‏ ع 
ومن ذلك فإن 2 08! دالة تحليلية على كل 2 لا تحقق الشرطين 


.11 ١ - و0‎ 8ظع٠ج‎ > 0 


نستنتج مما تقدم أن الدالة: 
r>0, -# > > 7‏ , إل + ع ماع دوملا . . . . 5 -م4ل) 
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تحليلية في المجال المذكور وبالتالي فإن 2 108 فرع للدالة 2 108. ويسمى هذا 
الفرع الفرع الرئيسي» إن مجموعة النقاط المتفردة للدالة 2 1٥8‏ وهي كل 
الأعداد الحقيقية غير الموجبة والتي يمثلها نصف المحور × السالب فإنها تسمى 
فصل الفرع للدالة 2 ع٥1‏ وكذلك فإن النقطة المتفردة المشتركة لجميع فروع 
الدالة 2 08! وهي 0 = 2 فإنها تسمى نقطة الفرع . وبشكل أعم فإنه يكن 
تعريف فروع الدالة 2 108 لأي عدد حقيقي » بحيث إن : 
(“\-)....w=Logz=lnr+0i,r>0,a <0 > 27‏ 
تمثل فرعاً للدالة 2 108 في المجال المذكور وهنا فإن فصل الفرع هو الشعاع 
» = 0 حيث تكون الدالة 2 08.آ ليست تحليلية على هذا الشعاع وعند 0 = 2 
كذلك. ويكون محال هذه الدالة كل الأعداد المركبة 2 بحيث إن 0 < | 2 | 
وتنقل هذا المجال بشكل واحد ‏ لواحد وشامل غلى الشريحة الأفقية اللانهائية. 
27 له > احص[ كه ل ١-35‏ 
إن الدالة 2 ع0! تشبه دالة اللوغاريتم الطبيعي الحقيقي من حيث خضوعها 
لقوانين اللوغاريتمات المعروفة كما تبن النظرية التالية . 


: ٠ نظرية‎ 


لأي عددين مركبين ۷« ,2 حاصل ضربها ليس صفراً فإن القوانين التالية 
صائبة : 


log zw = log z + log w كت‎ 


log zw = log 2 - log w بات‎ 


الرهان: 
نبرهن (أ) ونترك إثبات الفرع (ب) تمريناً للقارىء. وبتعريف الدالة 
اللوغاريتمية نستنتج أن : 


۱44 


log zw = In | zw | + i arg (zw) 


i 


In| || w | + i (arg z + arg w) 


1 


(In | z | + iarg z) + (In | w | + i arg w) 


1 


log z + log w 
لاحظ أننا استفدنا من حقيقة أن سعة حاصل ضرب عددين مركبين هي‎ 
مجموع سعتي العددين المركيين في الخطوة الثانية ء وكذلك استفدنا من الخاصية‎ 
المشامهة للدالة اللوغاريتمية الحقيقية 18 في الخطوة الثالشة . وهذا ينبي إثبات‎ 
. النظرية‎ 
هذه الخصائص الي تحققها الدالة متعددة القيمة 2 108 قد تفشل في تحقيقها‎ 
: الدالة وحيدة القيمة (التي تمثل الفرع الرئيسي) 2 1.08 وإليك الال التالي‎ 
مثال ؛:‎ 
: إذا كان 1+ 1- > 2 , 2 = س جد قيمة كل ما يلي‎ 
logzw,logw,logZz أ‎ 
Log zw, Log W, 1.08 2 ب ب القيمة الرئيسية:‎ 
ج - بن أن الفرع (أ) من النظرية السابقة يتحقق في حالة الدالة متعددة‎ 
.108 2 القيمة 2 108 ولكنه لا يتحقق في حالة الدالة وحيدة القيمة‎ 


أ - بتطبيق تعريف الدالة 2 108 نستنتج أن: 


log )- 1 + i) = مز‎ 7+ i (E + 2n 7), n= 0, +2,.... 


log (2i) = In 2 +i( +2n7),n =0, 21, +2... 


log 2i )-1 + i) = log )-2 - 2i) 


= ما‎ V+ i( Z&+ مد‎ 7) 


n =0, t1, +2,..... 


10۰ 


ب - وبتطبيق تعريف الدالة 1.08 نستنتج ما يلي : 


Log )-1 + i) = م‎ V+ 3Ê i 
Log (2i) = In 2 + i 


Log 2i (~1 + i) = Log )-2 — 2i) = هي م‎ A i 


ج وبجمع قيم (¡ + 1-)21,1908 108 نستنتج أن : 


log (~1 + i) + log 2i = In 8 )بع‎ + 2n 7), 


n =0, 21, +2, . 





إحدى قيم سعة العدد المركب (1 + 21-1 فإن: 


log )-1 + i) + log 2i = In VE + ) كش‎ + 2٩ ( 


= log 2i (—1 + i) 
أما إذا حمعنا قيمة (¡ + 1-) ع0[ وقيمة 21 ع10 فإن:‎ 
Log )-1 + i) + Log 2i = مز‎ V+ كلك‎ i 
: ولکن‎ 
Log 2i (=1 + i) = م‎ V+ ( كقح‎ )i 


لذلك نلاحظ أن: 
Log zw > Log Zz + Log w‏ 


ما تقدم نلاحظ أن عدم تحقق المساواة بين ZW‏ م108 وW Log 2 + Log‏ 
يرجع بالدرجة الرئيسية إلى أن السعة الرئيسية لحاصل ضرب عددين مركبين 


١6١ 


ليس بالضرورة مساوياً لحاصل جمع السعتين الرئيسيتين لمما. أي أن 

Arg Zz + Arg w # Arg zw 
: ننبى هذا البند بالمثال التالي‎ 
شال ه:‎ 
أ - جد المجال الذي تكون عليه الدالة ؛ تحليلية ثم جد النقاط المتفردة لها‎ 

(إن وجدت) حيث إن : 

log (Zz - 2i) 
LLC e EE 
2 +1 

ب جد الفرع للدالة متعددة القيمة (1 - ”2) 8 = (2)ع الذي يكون 

تحليلياً عند 0 = 2, 


الحل: 

أ لإيجاد المجال الذي تكون عليه ؛ تحليلية نبحث عن النقاط التى تجعل 
المقام صفراً ثم القيم التي يكون البسط عندها غير قابل للاشتقاق ثم 
نستشني هذه النقاط من مجموعة الأعداد المركبة ©. وبفرض أن المقام 
1 + *2 يساوي صفراً فإن: 


+ حدج. 


وكذلك فإن الدالة (21 - )z‏ ع٠1‏ ليست تحليلية عند النقاط 2 التي 
تحقق الشرطين : 

0 >> (21 - ج) ١ )2 - 2( =0 , Re‘‏ سآ 

ومن ذلك فإن 0 > × , 2 - لا وهذا يمثل نصف المستقيم 2 > لا 

الأيسر. انظر الشكل (5) وبالتالي فإن المجال الذي تكون عليه الدالة ؟ 

تحليلية يحتوي جميع الأعداد المركبة باستثناء الأعداد المعرفة بالمساواة 

: التالية‎ 
{zeC:z= ¥i} U {ze C:Im ‘Zz > 2, عه‎ ‘Zz > 0( 


oY 





شكل (0) 


وهذه المجموعة تمثل النقاط المتفردة للدالة ۴ منهها النقطتان 1- ,1+ 
متفردة معزولة أما الباقي فهي متفردة ليست معزولة. ويمشل الشعاع 
المذكور فصل الفرع وكذلك 21 تمثل نقطة الفرع . 
لإيجاد الفرع للدالة (2)ع الذي يكون تحليلياً عند 2-0 نلاحظ إمكانية 
كتابة الدالة ع على الصيغة التالية: 
g (f(2) = log (f(z)‏ 
حيث إن 1 - ”7 = (z)؟.‏ وهذه الدالة 1 - ”2 = ])z(‏ دالة تحليلية على 
جميع الأعداد المركبة (أي أنها كلية). ولذلك يكفي إيجاد الفرع للدالة 
2 8ه! = (2)ع الذي يكون تحليلياً عند النقطة 1- = (۴)0 = ,2 وبا أن 
سعة العدد 1- = ,2 هي 7 فإننا نختار مجالاً يحتوي على النقطة 7# 
وبالتالي يكون الفرع : ء, 
27 > 0 > 0 , 0 < ع , 01 + ع م1 ع 2 عومآ 
تحليلياً عند 1- = 2 نستنتج من ذلك أن الفرع المطلوب هو الدالة: 
g(z) = Log (Z7 =1),‏ 


0 > arg (7 -1( <27 ,|7 -1| >0 


\or 


بالإضافة إلى ذلك فإن قيمة المشتقة ع هي : 
2 2 





2 


= )۴)2 ((6)2) 'ع = (2)'ع 


a Ea 
كيد‎ 10 5 


١غ‎ 


- ١ 


- 


- 


تمارين ۳ ۔ ۲ 


جد قيم كل مما يلي : 

log (1 + V3 i) بد‎ log ei آ2‎ 
log (1 — i) و‎ log e ج‎ 
Log (~1) ا‎ Log (1) 2 
Log (-1 + i) 20 Log (-1 +i” جر‎ 
Log e - و‎ Log ei ها‎ 


: جد قيم 2 التي تحقق المعادلات التالية‎ ٣ 


5 2 
Logz=1 + ً& i 5‏ ب اج = 2هما 
ن 2 = )1 + Log (2z‏ د ل أ = ”€ 
هل 0= 2+ e” + e”‏ ق لاتق 


ين أن العلاقة بين 2 10 و2 1.08 هي : 
...1ع ,0 > م ri,‏ م2 + Logz‏ = 2عه1 
برهن فرع (ب) من نظرية ه . 
:+ بن أن 2 = * ۵ لأي عدد مركب 2. 
ب - بينا لأي عدد مركب 2 يكون: 
.... ,1+ ,0 2ه , 1ج 28 + loge =z‏ 
جد بن أن 2 = ٠‏ هو! لأي عدد مركب 2 إذا وإذا فقط تحقق الشرط : 


~7 > [50١2 ST 


١6 


ك2 


- ۲ 


a 


-14 


ين أن 2 مم1 م = "2 هما قد لا يكون صواباً . 
اقتراح : ابدأ بالفرض 1 + 1- = 2 , 2 = ١‏ مثلا. 


عرّف الدالة 2 108 كا يلي : 
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log z = In r + 0i, r > 0, كك‎ < 0 > 4 


جد قيمة 10815 في هذا الفرع» ثم جد قيمة 21081 وقارن بينهها. ماذا 
تستنتج ؟ جد مجالا للمتغير 0 بحيث يكون: 


log i = 2 log i 


إذا فرض أن ۷ ,2 تحققان الشرطين 0 < ۸۰7 و0 < ۸٥۰۷‏ فين 
أن: 

Log zw = Log z + Log w 
. 108 )1/2(, 108 2 جد العلاقة بين‎ 
: جد المشتقة الأولى للدوال التالية‎ 
f(z) = log (7 + 32( أ‎ 
(2)ع‎ = 2ُ log 2z د‎ 
جد الفرع للدالة (5 + 22 - ”2) ع٠1 الذي يكون تحليلياً عند النقطة‎ 
.Z =1 
جد فرعا للدالة (1 - 1 + 22) 108 يكون تحليلياً على كل الأعداد المركبة‎ 
: باستثناء الأعداد المركبة في كل حالة مما يل‎ 


{zeC:Re‘z> 


54 ٠. 1 . کے‎ 
{ze C : Re 2> 2 , 1202 2 - أ‎ 
للم‎ E 
2 , 110١2 > 


ب 1 


| ده 


165 


- 0 


~۷ 


- 


ن أن الدالة : 
log )2 - 2 + 4i‏ 
)1 قات e‏ 
4 + 2 
تحليلية على كل الأعداد الحقيقية باستثناء النقاط 2 التالية : 
(4- = ٠م[‏ ,2 > {2i, -21( U {ze C: Re‘‏ 
برهن أن الدالة : 
In (x? + y7) + i tan (y/x)‏ ج = (1)2 ظ 
عي عل كر رايط اكاك انه حك 0ج 1160 ل os‏ 
(×/ر) ”ها يمل مرافقاً توافقياً للدالة التوافقية (”ر + ×) ها ”< . 
ابحث عن فرع للدالة (2+4) ع٥1‏ يكون تحليلياً عند 5--2 ويأخحذ 
القيمة 77i‏ هناك . 
EE ENE ORE‏ 
٠ 2 > 7‏ مه[ > ج- ,0> |2 | , w= f(z) = Logz‏ 
تنقل المنطقة © إلى ۸ حيث إن : 
se” 0 > Argz <7}‏ | | > 0:1 ع 2) - © 


R= {wE 0:0 < Rew > 2,0 > Im'w > 2( 


3 





١ باه‎ 


: الأسس المركبة‎ 8# ٠ 


بالاستعانة بالدالتين الأسية واللوغاريتمية نستطيع تعريف الأسس المركبة كما 
هو موضح في التعريف التالي: 
تعريف ۲ : 

لأي عدد مركب 0 6 2 ولأي عدد مركب » فإن: 


a «a 108 z 


(TI-T)....Z =e 

ومن هذا التعريف نستنتج أن الدالة “2 ترث كثيراً من خصائص الدالة 

اللوغاريتمية 2 1٥8‏ منها أن الدالة “7 = ])z(‏ متعددة القيمة وها نفس فروع 
الدالة 2 108 وبالتالي فإن الفرع الرئيبى لها هو: 


a alLogz « {In| z| + (Arg zi}, 


Zz =e = €‏ 
ST‏ 2 وعرث عدى- , |z|>0‏ 
وكذلك فصل الفرع هو الشعاع 0 > × ,0 = ل. والنقطة 0 = 2 تمثل نقطة 
الفرع لأنبا متفردة ومشتركة لجميع الفروع للدالة. 
مثال :٦‏ 
جد قيم 1(7-) ثم جد القيمة الرئيسية لها. 


الحل: 
بتطبيق تعريف ۲ نستنتج أن : 


(- i) 2 چ‎ log(~i) 


log (i) = In| =i | + )- F +2n)i, وبا أن:‎ 


n=O, t1, £2, .... 


10۸ 


+2nn)i}‏ & -)) قد روم 


Dn=O, +L,....‏ , ۴ی ے 


أما القيمة الرئيسية فهي : 


(-) ما ی ے م 


النظرية التالية تبحث قابلية “2 للاشتقاق . 


نظرية ٦‏ : 
الدالة وحيدة القيمة : 
=z" , | + | < 0, -7 > Argz > 5‏ (2)] 
قابلة للاشتقاق بل هي تحليلية على جميع الأعداد المركبة باستثناء الأعداد المركبة 
التى تحقق 0 > + ٠2 = 0, 16 ٠‏ 170. وقيمة 0 


رہ = ركم لك = 2" . ... 01-3 
البرهان : 
يما أن: 
۶ م = f)z( = z‏ 
فإن قانوق الل بين آن؛ 
“اك 2وا( سگ درم سگ = )م 
2 0 2خ 0 2 
2 72 
1-ين 
2 = 


10۹ 


لجميع قيم 2 التي تكون الدالة 2 108 عندها تحليلية وبالتالي فإن الدالة "2 
ليست تحليلية عند الأعداد التى لا تكون عندها الدالة 2 108 تحليلية وهى تلك 
الأعداد التى تحقق : ٠‏ ۰ 

Rec‘z<ÛO0 , Im‘z=0 1 


مثال ۷: 


أما الدالة “ه حيث » عدد مركب غير الصفر و2 متغير مركب فهي كذلك 


2 


e8“‏ ك1 ا تر 
وبما أن » 108 عدد مركب ثابت فإن الدالة 5» = (5)2 ترث خصائص الدالة . 

“© فإذا كانت » لا تقع على الشعاع ^ = 0 , 0 < : (أي على النصف السالب 

للمحور ×) فإن » 108 عدد مركب وبالتالي فإن الدالة *ه = (4)2 تكون كلية 

أي تحليلية على جميع المستوي المركب وقيمة المشتقة لها هي : ٠‏ 

(E-T).... F(Z) = a ‘log a 


لاحظ أن الصيغة تتوافق مع الدالة الأسية الحقيقية. 
مثال8: 

جد قيمة 1. 
الحل: 


حسب التعريف فإن القيمة المطلوبة هى: ل" ب 1 ے 17 
أما القيمة الرئيسة للعدد ”1 فهى : 


ماذا تستنتج من هذا المثال؟ 


+ 1 لحل 


مثال :٩‏ 
1 
جد القيم المختلفة للمقدار **" 8ع 
المحل: 


حسب تعريف الأسس المركبة فإن: 


8k و‎ i(p+2nr) 
وبالاستفادة من الشكل القطبي للعدد المركب ع: = 2 حيث إن‎ 
: نستنتج‎ ۲ = ] 2 | , ٠ 2> 2ع‎ 
0 لاه قال‎ Ra E 
-. 305 5 00 مايه‎ 
. : وبما أن الطرف الأيمن له » قيمة مختلفة فإن **" 6 له قيمة مختلفة هي‎ 


...1 وعم e+‏ الا 80/8 زر وم مل 


۱۹۱ 


تمارين ۳۔۳ 


جد قيم الأسس المركبة التالية : 


أ )2( بد 175-) 
ج ”رن د ۔ "(-) 
م 2( +1) mg‏ 


جد القيمة الرئيسية للأسس المركبة التالية: 
E 2+0 f‏ 35 


جد قيم ””( 1 ۷3 - 1) بثلاث طرق ختلفة . 
اقتراح : أولا بالتعريف ثم بإيجاد ‏ ”[”( ۷31 - 1)] 
ثم بعاد V3"‏ - 1]. 


برهن لأي عددين مركبين 8 ,» ولأي عدد مركب 0 < 2 فإن المتطابقات 
التالية صحيحة فقط في حالة الفرع الرئيسى للدالة الأسية: 


آ2 ۶ے = ا 
E‏ ے = نج ركع 
ر 6ج = 1/7 


برهن أو إنف صحة المساواة التالية : 

القيمة الرئيسية للمقدار “(س ٠‏ 2) = القيمة الرئيسية للمقدار “س 2*٠‏ 
حيث إن ۷ ,2 ,» أعداد مركبة. بحيث إن 0 < 2 و0 < .w‏ 

استعن بالشكل القطبي للعدد المركب لإيجاد الجزء الحقيقي والتخيلي 
للفرع الرئيسى للدالة 2 = (5)2. 


۱1۲ 


۷- جد الفرع الرئيسي للدالة 2:2 = (2)؛ جد نقطة الفرع وكذلك فصل 
الفرع ها . 

۸ - جد المشتقة للدوال التالية حيثش) وجدت ثم جد النقاط المتفردة (إن 
وجدت) هذه الدوال: 


آ2 ا 7 + نج = (ج)) 

f(z) = * 5 

f)2( = 3 ج‎ 

د 22 = (1)2 
4 - برهن المساواة التالية لأي عدد مركب 2. 


lim (1 + ع‎ 6 


0 ومسل 


اقتراح: استعن بتعريف الأسس المركبة ثم بخاصية الاتصال ثم طبق 
قانون لوييتال لإيجاد النهاية . 


٠‏ جد فرعاً للدالة "(1 - 22) = (2) يكون تحليليا على جميع الأعداد 
المركبة باستثناء تلك التي تنتمي للمجموعة التالية : 
Re‘z|<1 , Im‘z =0}‏ | :© »ء :) = Q‏ 


اقتراح : استعن بتمرين (۷) . 


۱1۳ 


: الدوال المثلثية‎ a 


نستطيع بالاستفادة من صيغة يولر: 


i sin §‏ — ووم = ^ cos § + isin 0,e‏ ے “ع 
إيجاد تعريف «مركب» للدوال المثلثية الحقيقية بالصيغة التالية : 
يحم + (YI-F).... 0050 = (e‏ 


(* م - *م) ل = 0 ملو .... ۷-۳ 


وهذه الصيغ تقترح تعريفا مماثلاً للدوال المثلثية المركبة كما في التعريف 


التالي : 
تعريف ۳: 
لأي عدد مركب 2 فإن الدالتين المثلثيتين 2 ئ 2 205 تعرفان بالمتساويتين 
التاليتين : 
COSZ = 1 (e” +e)‏ ...8-5 ) 
1 


رتم اتم) دو = -P) ....sinZ‏ 4( 
إن هذه الدوال المركبة 2 005 ,2 هذة ترث كثيراً من صفات الدالة الأسية 
المركبة وهي كذلك تتصف بصفات كثيرة مشتركة مع مثيلاتها ا حقيقية, إن كثيراً 
من خصائص الدوال المثلثية الحقيقية تبقى صواباً للدوال المثلثية المركبة. سنذكر 
بعضاً من هذه الخصائص دون برهان للتمثيل فقط. ولكن سنرهن بعض 
الخصائص التى ليس ها شبهاً للدوال الحقيقية . 
النظرية التالية تحتوي بعض الخصائص المشتركة . 


)كا 


نظرية ۷: 
لأي عددين مركبين س ,2 فإن الجمل التالية صائبة . 


2 .2 
“وم‎ z + sin” z = 1 - أ‎ 


. COS (¬ Z) = cos z, sin (~ Z) = —sin 2 3 
, COS )2 2 w) = cos 2 cos W ج‎ sin 2 sin W خد‎ 


. Sin )2 ± w) = sin 2 cos w + cos 2 sin W 3ا‎ 


2 2 
COS 2 Z = 205:7 - sin 2 ھت‎ 


ا 
. كاف 
لأس سروه 
شين 

ال-1 


النظرية التالية تحتوي بعض الخصائص التي تنفرد بها الدوال المثلثية المركبة . 


أ الدوال 2 كه ,2 8أة دورية بدورة مقدارها 27. أى أن: 


cOS (Z + 27) = cos Zz 


sin (Zz + 27) = sin 2 


(fo-P).... 
كه‎ 


ب - هذه الدوال كلية أي أنها تحليلية على كل المستوي المركب وكذلك: 


(cos Zz) = —sinz‏ كك , sin 2( = COS‏ ل 
dz dz‏ 


جه 2-0 وه إذا وإذا فقط : 


z= لك‎ + nr , n=O, ±1, £2, .. 


وكذلك : 0 = 2 هزة إذا وإذا فقط : 


.Z=nTrT , N=0O0, 21, +2, ... 


. sin (x + yi) = sin x cosh y + i cos x sinh ت لا‎ 


. cos (x + yi) = cos x cosh y - i sin x sinh y 


8 2 2ه‎ : 2 
|sin z| = sin x + sinh’ y هل‎ 


. . [cos ع‎ = cos? x + sinh y 


ها 


ل ل 
CASS‏ 
. )4-1( 
”0 ) 
#-41) 
ا اي 
(F- ..‏ 


البرهان : 
ارهن بشن هك افر رة بات بقية'الفروع غر للقازى». 
لإثبات الفرع (أ) نستفيد من كون الدالة الأسية المركبة دورية لنستنتج أن: 
(e* + e”) = cos z‏ 1 ے ( ۳ +۴ 7ی + +( = )28 + ج) cos‏ 


ولإثبات الفرع (ب) نستنتج من كون الدالة الأسية المركبة كلية أن الدوال 
المثلثية z‏ 05© و z‏ «أة كلية كذلك وأن: 
(e +e *((‏ 4( 8ه = (2 (cos‏ ك 
1e (‏ - 8ن لے - 
1- 


= لا‎ sin Z 


أما الفرع (ج) فإن المساواة 0 = 2 زه تصح إذا وإذا فقط : 


0= ردي 2 (e‏ ل 


ومنها ينتج أن * ع ے ”م أي أن 1 = ”ع وهذا يصح إذا وإذا فقط تحقق 


الشرط : .... ,22 ,21 ,0= n‏ , 2071 -221 
وبالتبسيط يكون الشرط: ... و22 ,21 ,0 > 0م , #م عدج 
ومن تعريف الدالة 2 هأ5 فإن : 

رفم ان (e‏ لي ب م - م لح = وزو 

58 1 {e ا‎ y »ا‎ } 

=¬ (cos x + i sin x) - "ع‎ (cos X - i sin X) 

سے الوم 1 : بے ا۷ے ر الع 1 

=> (e +e )sinx +i 2 (e” ع د‎ 5 cox x 


= sin x cosh y + i cos x sinh لا‎ 


ككا 


وهذا يثبت جزءاً من فرع (د) 
وأخيرآ نبرهن جزءاً من الفرع (ه) لذلك نستفيد من الفرع (د) السابق 


حيث إن : 


| sin 2 | = sin x cosh y + cos x sinh y 
: وبإضافة وطرح المقدار ر طم مزه نحصل عل‎ 
|sin 2| = sin x (cosh ل‎ - sinh زا‎ + (cos x + sin x) sinh لا‎ 
= sin x + sinh لا‎ 
. وهذا ينبي إثبات النظرية‎ 


مثال :٠١‏ 
جد جميع قيم 2 التي تحقق المعادلة : 


sin z = cosh 2 


المحل: 


بالاستفادة من الفرع (د) من النظرية السابقة نستنتج أن: 
sin x cosh y + i cos x sinh y = cosh 2‏ 
وبمساواة الأجزاء الحقيقية معا ومساواة الأجزاء التخيلية معا نستنتج أن: 
cos x sinh y = 0 ,‏ 
sin x cosh y = cosh 2‏ 
وبفرض 0 = ر طهزة فإن 0 = ر وبفرض أن 0 = × ومه فإِن : 
x= (5 + n 2( , n=O, £1, 2, ...‏ 
ما أن الطرف الأيمن في المعادلة الثانية 2 05ه موجباً فإن الطرف الأيسر يجب 
أن يكون موجباً ما يحتم أن تكون × هأة موجبة لذلك نتخلص من قيم × التي 
تجعل × 518 سالبة وهي قيم ١‏ الفردية وبالتالي فإن: 


x= ) + 28 7) , n=O, 21, و22‎ ... 


1۹۷ 


وف هذه الحالة تكون 1 = × هذه وبالتالي فإن المعادلة الثانية تصبح : 
cosh y = cosh 2‏ 
ومن كون الدالة ر طعهء دالة زوجية فإن 2+ ,2- = ل[ وهذا تصبح قيم 2 
التى تحقق المعادلة هى اتحاد المجموعتين ۸ و © حيث: 
2n 7) AIm*z = +2}‏ + عاد :عه مع 6 = R‏ 


Q = {zEC:Im‘z=0 , Re‘ z = sin" (cos 2) } 


:١١ مثال‎ 


استخدم كون الدالة 2 ”مو + z‏ ومع = (2)؛ تحليلية لإثبات المتطابقة 
المذكورة في فرع (أ) من النظرية ۷. 


الحل: 
ما أن كلا من الدوال المثلثية 2 «ذة ,2 ءهء تحليلية على جميع الأعداد المركبة 
فإن الدالة : 
cos” z + sin 2‏ = (1)2 
تحليلية وبالتالي قابلة للاشتقاق على جميع الأعداد المركبة وبإيجاد المشتقة نجد 
أن: 


f'(z) = —2 cos z sin z + 2 sin 2 cos 2 = 0 


لكل عدد مركب 2 وهذا يدلنا على أن الدالة ٤‏ دالة ثابتة القيمة أي يوجد 
عدد مركب » بحيث إن : 


f(z) = cos z + sin z = a 


لجميع قيم 2 وبفرض أن 2 = صفر نستنتج أن 1 = » وبالتالي فإن: 


2 2 
cos Zz + sin 2 =1 


1A 


sin (yi) = i sinh y 


(E-).... 


(fo-F)....sinZ = sin 2‏ 
بالاستفادة من الخاصة (د) من نظرية 8 وهي : 


sin (x + yi) = sin x cosh y + i cos x sinh لا‎ 
بالتعويض بدلا من × القيمة 0 ينتج أن:‎ 


sin (yi) = i cos 0 sinh y = i sinh لا‎ 


وهذا يثبت الفرع (أ). 


ولإثبات الفرع (ب) نستفيد من نفس المتطابقة السابقة لإيجاد المرافق 
لمركب : 


= sin x cosh y - 1 cos x sinh y 


sin 2 
: بينا‎ 


sin Z = sin x cosh (~y) + i cos x sinh (~y) 


وما أن الدالة ر ومه زوجية بينا الدالة ر ١١ء‏ فردية نستنتج أن : 


sin Z = sin x cosh y - i cos x sin hy 











وبالمقارنة نستنتج أن: 
sin Zz = sin Z‏ 
إن بقية الدوال المثلثية الحقيقية يمكن أن يعاد تعريفها بشكل طبيعي لتصبح 
دوالاً مركبة مثل : 
sin 2‏ 1 1 
tanz=‏ , = 2ع5©6 , —~ (fI-F).... CSCZ=‏ . 
sin Z COS Z COS Z‏ 


وبالمثال فإن هذه الدوال لها نفس الخصائص تقريباً التي تملكها الدوال الماثلة 
الحقيقية» نذكر منها المشتقة مغل : 


(V-T) .... (tan z) = sec” z 
d 

(A-P) .... حي‎ (sec z) = sec z tan 2 
d 

(64-.... (csc Zz) = - عق‎ 2 cOt 2 
d 2 

(٥° -۳( .... هي‎ )00]2( = csc. 


١ 


-۳ 
-4 


تمارين  *‏ ؛ 


اكتب ما يلي على الصيغة 1 + ها ثم جد قيمتها: 


Î‏ د (1-1)وم» اب )+ )مه 
7T + 4i‏ 
جح د 21 sec‏ و د ل {anı‏ 
4 
تحقق مما يلي : 
sin (7 ~ 2( = sin Zz _ Î‏ 


sin ( & - 2( = cos ب‎ 
2 چ‎ 
cos (T7 + Z) = -0052 ج د‎ 
tan (Zz + r) = tanZz . د‎ 

برهن فروع نظرية ۷. 


برهن الأجزاء التي لم تبرهن في النظرية ۸. 


1 + tan z = sec z ا‎ 
1 + cot z = csc z 35 
2sin 2 cos w = sin (Zz + w) + sin (Zz - w) عبت‎ 
2515 2 sin w = cos )2 - w) - cos (Z + w) - د‎ 

بالاستعانة بالفرع ه من نظرية ۸ برهن أن : 
أ - | sin x | > | sin z‏ | 
ب | cos x | < | cos z‏ | 


۱۷۱ 


بالاستعانة بالفرع ه من نظرية ۸ برهن أن: 

| sinh y | > | sin z | < cosh y أ‎ 
| sinh y | < |cos 2| < cosh y بد‎ 
| cos z | + | مذ‎ z =1 : بالاستعانة بالتمرين السابق برهن أن‎ 
. ثم جد شرطاً لتتحقق المساواة فقط‎ 

جد جميع قيم 2 التي تحقق المعادلات التالية : 


cos Zz = cosh 2 - أ‎ 
وم‎ Z = 4 ب‎ 
sin Zz = 7[ جح‎ 


sin z = i sinh 1 کہ لت‎ 


: جد المشتقة لكل من الدوال التالية‎ -٠ 


- ١١ 


- ۲ 


و" 


1)2( = أ (1/2) وم»‎ 
f(z) = sin (22 ب‎ 
f(z) = 2256 z ج‎ 
f(z) = z cot 2 د‎ 


بين أن كلا من 2 05» , 2 هأة ليست تحليلية على أي عدد مركب. 


۶ : 5 
بين أن “© دورية بدورة مقدارها 27 ثم جد جذور المعادلة 0 = 1 + “ع 


zi 0 : :‏ 
ثم بين أن : 2 z + i sin‏ وم = e”‏ 
لكل عدد مركب 2. 
برهن أن : 
1ت لا cos yi = cosh‏ 
ب 2 COS 7 = COS‏ 


يفنل 


- ۱٦ 


بنفس أسلوب برهان مثال ١١‏ برهن المتطابقة : 
cos 22 = cos z - sin z‏ 
اقتراح : افرض أن : 
sin z , f(z) = cos 2 z‏ - ج cos‏ = (2)ع 
ثم بين أن (8')2 = (2) لجميع قيم 2 ثم أكمل الرهان . 
بين أن: 
أ - (005)21 = (21 ) 5مك لجميع قيم 2. 
ب - (518)2 = 21 هنو إذا وإذا فقط تحقق الشرط . 
.... ,£2 ,41 ,0 2 5ه , 521 2 2 
أ - بين أن الدالة ر طماء × مء هى المرافق التوافقى للدالة التوافقية 
„sin x cosh y‏ 
ب - بين أن الدالة ر ط ماه × هنو ليست المرافق التوافقى للدالة ' 
التوافقية لا cos x cosh‏ ثم جد المرافق التوافقى ها. 
بين أن © = | sin yi‏ | يكبل ثم استنتج أن: 
jim | sin (x, + yi) | =‏ 


اقتراح : استفد من الخاصية : 
لا sin (yi) = i ° sinh‏ 


\¥ 


6 الدوال الزائدية: 


cosh z = 1 (e +e 7 


sinh z = 2 (e ~e) 


(O\-M.... 


O-M.... 


لأي عدد مركب 2. هناك خصائص مشتركة بين هذه الدوال في الحالة 
الحقيقية والمركبة وهناك خصائص أخرى تنفرد مها الدوال المركبة . النظرية التالية 


تتضمن بعض الخنصائص المشتركة . 
نظرية ۹: 

لأي عددين مركبين ” ,2 تكون الحمل التالية صحيحة: 
أ 1 = cosh z - sinh z‏ 
ب cosh 2z = cosh z + sinh z‏ 
جا sinh (z + w) = sinh 2 cosh w + cosh z sinh w‏ 
د _ cosh (z + w) = cosh 2 cosh w + sinh z sinh Ww‏ 


cosh (~z) = cosh 2 , sinh (~Z) = ~—sinh 2 هل‎ 


”م 
(Of-T)....‏ 
(oo )....‏ 
.... )-1( 


(OV-P.... 


والنظرية التالية تتضمن بعض الحقائق التى تنفرد ها الدوال الزائدية المركبة. 


نظرية :٠١‏ 
لأي عدد مركب 2 فان الجمل التالية صحيحة : 
أ الدالتان 2 طومء ,2 طمذء تحليليتان وكذلك : 


4 (cosh z) = sinh 2, 4 (sinh z) = cosh z 


لفن 


(AO-T).... 


ب الدالتان 2 cosh z, sinh‏ دوريتان بدورة مقدارها 271 أي آن: 
(04-F) .... cosh (z + 27i) = cosh z, sinh (z + 2i) = sinh 2‏ ` 


(1° - 5 .... cosh (Zi) = cos z, sin (Zi) = i sin z ج‎ 
(1 - F) ... . sin (Zi) = i sinh 2 , cos (zi) = cosh 2 

(TY -F) . . . . cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin لا‎ 5 
اس كيه‎ sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y 

(Té - ”( . . . . | sinh zl = sinh x + sin y 55 
(10-F) .... | طومه‎ 2 | = sinh x + cos y 


إن الدوال المخلثية كا أن الدوال الزائدية تعتمد في تعريفها على الدالة الأسية 
المركبة وبالتالي فإن أساليب برهنة الخصائص في النظريات السابقة تشبه برهنة 
الخصائص الماثلة للدوال المثلئية لذلك نتركها تمريناً للقارىء. 


كذلك يمكن تعريف بقية الدوال الزائدية بشكل طبيعي كا يلي : 














sinh 2 1 
5-35 tanh عاج‎ 5 sech Zz = 

cosh z cosh 2 
V-.... csch Zz = ب‎ : coth 2 = 

sinh 2 tanh 2 


وهي تملك الخصائص نفسها التي تملكها الدوال الحقيقية ذاتها. مثلا: 


d 2 

(WA-F) .... qy (tanh 2( = sech z, 

594“ حل‎ (coth 2( = -—csch 2 

CE We : 
0 = — 

(V'-F).... qy (sech z) = —sech z tanh z, 
_d — 0-7 

(1-۳) .... qy (esch 2( = —csch z coth z. 


Vo 


مثال :١"‏ 
جد جميع قيم 2 التي تحقق المعادلة : 


sinh z = 0 


الحل: 
بالاستفادة من الخاصية (د) من النظرية السابقة نستنتج أن: 
sinh x cos y = 0,‏ 
cosh x sin y = 0.‏ 
ما أن × طومه في المعادلة الثانية ليس صفراً لجميع قيم × الحقيقية 
فإن 0 = ر هذ وبالتالي....22+ ,21 ,0 = 8 ,هم = ل. 
ومن ذلك فإن ر 5 في المعادلة الأولى تأخذ إحدى القيمتين 1+ ,1- اعت ادا على 
كون ١‏ زوجية أو فردية وهذا يحتم كون 0 = × 8هأة أي أن 0 = × فقط التي 
تحقق المعادلتين مع لذلك تكون أصفار المعادلة المطلوبة هي : 
...و22 ,41 ,0 > عه ركهم ع ل (VY-‏ 
لنذكر أن الدالة (2)ع تمثل الدالة العكسية للدالة (*«)4 إذا وإذا فقط تحقق 
الشرطان : 
- (كاع , : - (مماء 
وبلغة أخرى فإن معكوس الدالة (۴)2 = س هو (8)' ۴ = 2 وعليه.فإن 
معكوسات الدوال المثلثية المركبة والزائدية المركبة تعرف بجا يلي : 
z= sin w‏ >< عأ (VY-T)....w=sin‏ 
وم = (Vt-)....W= COS Zz <> 7Z‏ 
(o -۳)....w=sinh 'z <> z= sinh w‏ 


(V1-F) .... w= cosh z <> z = cosh w 


وهكذا ويمكن إعطاء یری آخر لكل من هذه ا اعتماداً عل 
الدالة اللوغاريتمية كا تبين الأمثلة التالية : 


۷٩ 


:١4 مثال‎ 

ين أن: [ 52 - 1( -ilog [z + i‏ د ع أ -F) .... cos‏ نالا 
الحل: 

إذا فرض أن 2" 5م» = س فإن: ( +e"‏ "م) ل = cow‏ =2 


وبضرب المعادلة السابقة بالمقدار "ع2 نستنتج أن: 1-0 + (e™)” - 2z”‏ 


وبإيجاد جذور هذه المعادلة التربيعية نحصل على : 


2z + (47 - 72 


58 2 
= 2+1 )1 72 وعليه فإن:‎ 
55 4 log [z +i (1-27 ], 
cos فد دجأ‎ log [ 2 + i(1 — 2” [ 


لاحظ أن الطرف الأيمن يمثل دالة متعددة القيمة وكذلك يوجد قيمتان 
للجذر: )27 1( 
وبالمثل يمكن إثبات أن : 
(VAN-P).... sin 1z = -ilog [ zi + (1 ~ 27],‏ 


)۷۹ -۳( .... tan z= 1 ilog [ 6 + 2/6-2[ 


(A* YF) .... ]وماد عه طمنو‎ + (7 +1)" [ 
(AIF) .... cosh" z = log [ z + (2 - 1) ], 
(AT - 5 .... tanh z= 1 log [ (1 + 2/)1-21[ 


VY 


إن هذا التعريف للدوال المثلئية والزائدية العكسية يسهل عملية إيجاد المشتقة 
لكل من هذه الدوال» کا يشير المثال التالي : 


مثال :١٠6‏ 
بن أن : 


0 ..-1 
(AT-M .... — (sin 2)= س‎ 
71-2 


الحل: 
بالاستعانة بالخاصية (۳ - ۷۸) فإن: 
( (22-) 4-2272 لل +1) n -i‏ 
-13ل ب کک رمم هل 


zi + )1 - 42 


zi + (1 - 
V1 - 2 {zi + (1 - z7) } 





وبالمثال يمكن إثبات أن : 
,س = ی هه (AE)...‏ 
- = و م( هل 58 
لشب = (AN-P).... 4 inh‏ 


17۸ 





0 -1 1 
AV-T).... 7 (cosh 2= للد‎ 
e VT 
d -1 1 
(AA-T).... w~ (tanh Zz) = 
02 1 
: نختم هذا البند با محال التالي‎ 
: ۱١ مثال‎ 
cos" V3 , sinh" 0( : جد قيمة ما يلى‎ 
الحل:‎ 


من المتطابقة (۳ - ۷۷) فإن: 
cos V3 = -ilog [ V3 +1 )1-3(2[‏ 
-ilog[ V3 ±=iV7 1]‏ = 
من ذلك ينتج حالتانء الأولى : 
cos" V3 = -ilog[ V3 - V2 ]‏ 
والثانية : 
V3 = -ilog[ V3 + V7 ]‏ “ووم 
وبما أن العددين ۷2 ± ۷3 حقيقيان موجبان فإن : 
Arg( V3 + V2 )=0‏ 
أي أن : 
cos" V3 = -i{In( V3 + V7 )+2nri},‏ 
أو: 
V3 - VT )+2nni},‏ )ما ) VF = ~i‏ و 


n 2 0, t1, ±2, .... 
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وأخيراً فإن: 
cos" V3 = {2nr-iln( V3 + V7 )},‏ 


.... و22 ,21 ,0= n‏ 
وكذلك من المتطابقة 6١-5‏ فإن : 


sinh” (i) = log [i + )-1+ 1)" [ 


log i 


= ) & +2nr)i, 


n= 0, و21‎ £2, .... 


-1 
-۷ 
-۸ 
۹ 


A 
- ۲ 
33 
- ٤ 


تمارين ٣‏ ه 


جد ما يلٍ: 

cosh )-1 + Ti) - ب‎ sinh (3 i) 
sin li _ د‎ cos 1 V2 ج‎ 

ھ__ 1 tanh‏ و - sinh (& i)‏ 
جد جميع قيم 2 التي تحقتق المعادلة في كل مما يلي : 

cos 2 = ب _ 2طوم‎ sin 2 = 1 - أ‎ 
tanh z= Ê = 3 sinh z= -1 جا‎ 


برهن الخصائص المأكورة في نظرية 9. 
برهن الخصائص المذكورة في نظرية ٠١‏ . 
جد قيم 2 التي تحقق المعادلات التالية : 

tan hz = 0 ب د‎ coshz =0 د‎ Î 
)۷۸ - ۳( برهن المتطابقة‎ 

برهن المتطابقة ۳ - ۷۹) 

برهن المتطابقة (۳ - )8١‏ 

)۸١  "( برهن المتطابقة‎ 

برهن المتطابقة (۳ - 857) 

برهن المتطابقة (۳ - )۸٤‏ 

برهن المتطابقة (۳ - )۸٠٥‏ 

برهن المتطابقة (۳ - 85) 

برهن المتطابقة  "*(‏ /الم) 


۱۸1 


- 0 


- ۱٦ 


۷ 


- ۸ 


- ١ 


- ۲ 


برهن المتطابقة (۳ - ۸۸) 


لأي عدد مركب آلا + × = 2 برهن أن: 


| sinh 2 | = | sin )- بو‎ + xi) | 


برهن أن الدالة 2 128 دورية بدورة مقدارها 7. 


برهن أن الدالة 2 طمة) دورية بدورة مقدارها .Ti‏ 


برهن المتطابقة : 


لأي عدد مركب 2 وحيث إن : 


برهن ما يلي : 


برهن المتباينة التالية : 


لأي عدد مركب الا + × = 2. 
جد المشتقة الأولى للدوال التالية : 


0ت 


۱A۲ 


. .-1 -1 17 
sin 2 + cos z=) + 27 


2 


n =0, t1, 2, ... 


sinh (Zz + ri) = —sinh 2 
cosh Z = coshz 

sin (zi) = i sinh 2 

sinh Z = sin hz 


cosh (zi) = cos 2 


|sinh x| < |cosh 2| < cosh x 


f(z) = (sinh 2 112 


f(z) = cosh’ (i + 25 


9 
۳ - بين أن الدالتين 7 وم , 2 طهزو ليستا تحليليتين عند أي عدد مركب . 


: برهن ما يلي‎ - ٤ 


sin 2 





ا 1= lim‏ 
Zz‏ امسج 
052 ~1 .„ 
ب يد لمعتسي . رورنا 
2 +¬ 


اقتراح : استفد من تعريف المشتقة : 
f(z) - f(0)‏ 


f(0) = im 
20 2-0 


الذي 


الفصل الرائع 


التكامل المركب 
COMPLEX INTEGRATION‏ 





١-٤‏ التكامل المركب وتكامل المسار 

؛ ٠‏ نظرية كوشي - كورسات والاستقلالية عن المسار 
۳-٤١‏ نظرية كوشي للتكامل 

؛ ‏ 204 نتائج نظرية كوشي للتكامل 

٤۔٥‏ تطبيقات 
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الفصل الرابع 


التكامل 


Integration 


تحدثنا في الفصل الثاني عن قابلية الدوال المركبة للاشتقاق وتعرفنا على صنف 
هام من الدوال المركبة تلك هي الدوال التحليلية على جال ما. وفي هذا الفصل 
نتحدث عن قابلية التكامل للدوال المركبة» لنجد أن الدوال التحليلية تملك 
خصائص تكاملية متازة وترث كل الخصائص تقريباً المعروفة في التفاضل 
والتكامل . فنبدأ بأبسط أنواع التكامل المركب مروراً بتكامل المسار وعلاقته 
بنظرية غرين المعروفة في التحليل المتجه ثم نعرف خاصية الاستقلالية عن المسار 
للدوال التحليلية» ولصنف خاص من المسارات نتحدث عن نظرية كوشى 
كورسات. هذا كله في البندين الأول والثاني. أما البند الثالث فخصص لنظرية . 
كوشى للتكامل المركب ونتائجها في البند الرابع . أما التطبيقات فستكون في البند 
الخامس . 


١- 4‏ التكامل المركب وتكامل المسار: 
الدالة المركبة اا + نا > ٤‏ يمكن أن تعتمد على متغير واحد فقط بدلا من 
متغيرين لا , ×» ويتم ذلك عندما تكون كل من الدالتين ۷ , دا حقيقية بمتغير 
...5 5 1 25 , 190+ ()ن 2ت (1)0 . . . . (: -1) 


1١ /عم‎ 


وتكامل هذا الصنف من الدوال هو أبسط أنواع التكامل المركب وهو معرف في 


تعريف ١‏ : 
بفرض أن الدالة المركبة ‏ تأخذ الشكل ١ - ٤‏ فإن: 
a +i (f v(t) dt)‏ 0)ن f © dt = (f‏ ...وى 
ويتم ايجاد قيمة تكاملات الطرف الأيمن للمساواة ٤‏ - ۲ بالطرق التقليدية لايجاد 
التكامل في التفاضل والتكامل . 
مشثال :١‏ 


١‏ 7 يرن 
جد قيمة التكامل غك "م ال 


0 


الحل: 
بما أن | cost +isin‏ دنع 
يتوافق مع الشكل ١ - ٤‏ فإن التعريف ١‏ يؤكد أن: 


(f t dt) + i (I 0 t dt) 


۳ 5 
0 ۶ dt 


1 


1 


13 13 
sin t 1 + i (— cos t) ٣ 


: 1 
(VZ + i).‏ 3 
لاحظ أن قيمة التكامل المركب عدد مركب . 


إن كثيراً من خصائص التكامل يتوارثها بشكل طبيعي التكامل المركب 
٤(‏ -5) بالإضافة إلى بعض الصفات المكتسبة» النظرية التالية تتضمن بعض 
تلك الصفات : 


1A۸ 


: ١ نظرية‎ 


بفرض أن الدالتين ع , ٤‏ تأخذان الشكل ١ - ٤‏ فإن: 


F-0... ٠ (f(D + g(D) dt = ا‎ f(t) dt + ٠ د ككل ()ع‎ Î 

ب _ لأي عدد حقيقي © فأن: 
dt‏ 0 أ[ جه KD‏ أل 2ه 10 f‏ ...6-0( 

ج لأي عدد مركب » فإن: 
afDdt=a f f(D dt‏ ذل .دم 
O... Re. (f, f(D a = f (Re. f(0) dt 2‏ -( 
(Im. f(0) dt‏ ذل = لهو ألا سد ...نمم 
ف fol at‏ ذل > انهو | ...ديم 
و إذا فرض أن a<t <b; F(t) = U(t) + i V(t)‏ 
بحيث إن ast Sb, 7") = v(t), U'(t) = u(t)‏ 

فإن : 

“4-5... J f(D dt = Fb) - F(a) 


الر هار : 


الخاصيتان أ. ج تثلان الخصائص الخطية للتكاملء أما الخاصية (ب) فهى 
الخ 'صية التجميعية له. بما أن الخصائص أ. ب د. و يكن استنتاجها من 
التعريف 5 ۲ مباشرة نترك اثباتها للقارىء ونبرهن الخاصيتين ج ه فقط. 
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: نستنتج أن‎ ۲ - ٤ لہ + 8 = » وبالتعويض وباستخدام التعريف‎ 
J, ato at= يل‎ (uD = + v0) + i(8 ود‎ + + u(D)] dt 
= f (Bui - vv0) at +i f (B v(D + vy u(D) dt 
وبتطبيق الخاصية الخطية للتكامل الحقيقي واعادة التجميع فإن:‎ 
٠ a f(t) dt = (8 + yi) 8 u(t) dt + i (8 + yi) ٠ v(t) dt 
= a (0 u(t) dt + i ٠ v(t) dt} 
= a ا‎ f(D dt. 
ولاثبات الفرع ه نستفيد من الشكل القطبي للعدد المركب فنكتب‎ 
1 f(t) dt = | f(t dt| e“. : كما يلي‎ ٠ f(D) dt 
ا‎ f(0) at)| = ٠ e f(t) dt ومن ذلك فإن:‎ 


وبما أن الطرف الأيسر عدد حقيقي فإن التكامل في الطرف الأيمن يجب أن يكون 
حقيقياً كذلك وبالاستفادة من الخاصية د من النظرية السابقة نستنتج أن: 


| f(D dt | = Re. (e f()) dt 
ومن خصائص الأعداد المركبة أن:‎ 
Re. e" f(t) < | نسح‎ 0 | < | f(D |, aS<tSb. 
وبالاستفادة من خاصية المقارنة للتكامل الحقيقي فإن:‎ 
Re. (e (0)؛‎ dt > | f(D | dt 


۱۹۰ 


: أي أن‎ 
| f(t dt | > ا[‎ | f(D | dt 


ولعرفة نوع آخر من التكامل المركب نذكر القارىء با منحنيات المستوية . 
(Plane curves)‏ والمنحني المستوي الذي يرمز له بالرمز ٣‏ معرف بالمساواة 
التالية : 

C = {z(t) = x(t) + iy(t), a > t < b} 


بحيث إن الدالتين ()لا ,(ا)× متصلتان على الفترة [8,6] ويسمى المنحني 
© بسيطاً إذا لى يقطع نفسه أي إذا تحقق الشرط (را)< # (,20 لكل 
را ٭ بغ » ويسمى المنحني © كذلك مغلقا إذا تحقق الشرط z(a) = z(b)‏ 
حيث 8 تمثل نقطة البداية وط تمثل نقطة النهاية للمنحني نفسه باتجاه تزايد المتغير 
الوسيط ]. 


"ال مكب 


شكل )١(‏ أنواع المسارات 


كما يسمى المنحني © ممهداً إذا كان قابلاً للاشتقاق أي إذا وجدت المشتقتان 
()'۷ ,)× عند كل ) ف [ا ,3] » ويسمى المنحنى ٤‏ ممهد الاجزاء إذا 
تكون من عدد منتهِ من المنحنيات الممهدة موصولة بعضها ببعض نباية السابق 
مع بداية اللاحق وهذا النوع من المنحنيات (والتي هي ممهدة الأجزاء) تسمى 
المسار أو كانتور. والكانتور له اتجاه اعتماداً غلى زيادة المتغير الوسيط ؛ وقد 
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اصطلح على أن يكون اتجاه المسار ا باتجاه زيادة المتغير) وسَالن بانجاه 
تناقص ۲. 

وباستخدام فكرة المسار أو الكانتور يمكن أن نعرف نوعاً آخر من التكاملات 
المركبة فيا يلي : 


تعريف ۲ : 


بفرض أن ٤)2(‏ دالة مركبة وأن © مسار يصل بين العددين المركبين 
8 ,» فإن: 
f(2) dz‏ ؛] 0١-4 J) z=‏ 


يسمى تكامل المسار (أو تكامل الكانتور) ([22ع12:6 عدننآ) للدالة ؟ عل 
المسار © ويسمى الكانتور © مسار التكامل. . 


إذا فرض أن الدالة ‏ هي الدالة الثابتة بقيمة 1 فإن: 
b‏ 
(x'(t) + iy'(t) dt‏ ,ا f 2= [ z=‏ ...دكن 


يؤول إلى التكامل ٤‏ - ۲. وي الواقع فإن طول الكانتور ٤‏ الذي يرمز له بالرمز 
ا يمكن ايجاده بالمعادلة التالية : 


OTE ا‎ L= f laz = f 0 +y() dt 


هذا بافتراض أن المسار © ممهد على الفترة [ط ,] . 
كما أنه يمكن ايجاد قيمة )٠١  5(‏ بتحويله إلى التكامل ٤(‏ - ؟7) وذلك 
بمعرفة المعادلات الوسيطية لمسار التكامل وهي ()ر ,(ا)× لينتج من ذلك ما 
17 | 
OT-O.... f(2) dz = ٠ f (x(D + iy()) 2") dt‏ 


۱4۲ 


وبما أن المسار © مهد الأجزاء فإن ()'2 متصلة اتصالا مجزءاً وبالتالي فإن 
التكامل على الطرف الأيمن موجود ويمكن أن يأخذ الشكل التالي : 


)١5-4 f) dz = f (ux' - vy'( dt + i f (uy' + vx’) dt 

حيث إن كلا من ۷ ,نا ,/لا ,× في الطرف الأيمن تفهم على أنها: ' 
y(t), v = v (x(t, y(0)‏ ,)عا ù = u‏ 
x' = x'(D,y' = y'(t),‏ 
وهذا التكامل )١5 - ٤(‏ هو نفس التكامل ٤(‏ - ۲). وبالتعريف يكن أن 
J, f(a) az‏ ت = 0ك ل (o-0...‏ 


حيث إن ©- يشل الاتجاه السالب للكانتور ©. إن قابلية التكامل لدالة ما 
تؤكده النظرية التالية التي نذكرها بدون برهان. 


نظرية ؟ : 
إذا كانت الدالة ٤‏ متصلة على المجال 1 الذي يحتوي المسار الممهد © فإنها 
تكون قابلة للتكامل على © أي أن: 


f(z) dz‏ 1 عدد مركب. 
أما النظرية التالية فتذكر أهم خصائص تكامل المسار. 
نظرية ۳: 
بفرض أن ع و ٤‏ دالتان مركبتان وان © ,ر٣‏ ,© مسارات فإن: 


5 عه 2(2 ل + f(2) dz‏ ل = dz‏ )2( و + ل ss‏ و 


۱4۴۳ 


باد لأي عدد مركب » فإن: 
ته ))6 ل ١ه‏ = عه (2 »ر (V-D....‏ 


ج - إذا كان المسار © موصولاً بالمسار ر٣‏ نهاية الأول ببداية الثاني ويرمز هما 
بالرمز © فإن: 
عه z+ f, = z= f f‏ كي[ .08-4 
د إذا كان M‏ عدداً حقيقياً موجباً بحيث 38 > | (۴)2 | لكل 2 في محال 
f‏ فإن: 
J. f(z) dz | > M.L‏ | .... 4-0“( 
حيث يمثل 1 طول المسار © . 
الرهان: 


بما أن التكامل عه ( ل يمكن اختصاره إلى الشكل ٤(‏ - ۲)ء نيرهن 
فقط الفرع (د). ولذلك فإن الخاصية (ه) من النظرية ١‏ تؤكد أن: ‏ 


(-5.... | f داعةه‎ f, اهذا‎ ezl 
<M J: lz’ (© | dt 


هذا بفرض أن © قابل للاشتقاق على الفترة [ط ,ة] وإذا كان مهد الأجزاء 
فإننا بحاجة إلى تقسيم التكامل حسب الفترات التي يكون عليها © ممهداً. 


5 
وما أن 46 | () '2| ,| =1 هو طول الكانتور فإن: 
M.L.‏ > |عه Jf‏ | 
مثال؟: 


جد قيمة التكامل 2ل 12ل حيث إن ته = (۴)2 ومسار التكامل © 
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هو الكانتور المكون من الخطين المستقيمين اللذين يصلان بين النقاط 
2+2 ,0 على الترتيب . 


الحل: 
نيحث عن المعادلات الوسيطية لكل من هذين الخطين المستقيمين فيكون 
المستقيم الأول 6 معرف با يلي : 


Xx 0 > * 5 2.‏ دل 


C 


1 


2+1 





شكل (۲) 
أما المستقيم الثاني ر٣‏ فهو معرف با يلي : 6 برعم ,2 > : :0 
ومن ذلك يمكن كتابة التكامل كمجموع تكاملين: 
٠ 1 1)2( dz = f(z) dz + 3 f(z) dz‏ 


ولايجاد التكامل الأول على المسار ,۳ فإن المعادلات الوسيطية لهذا المسار تبين 
أن: 
dx‏ ( 2 )1 + عل = dz = dx + i dy‏ 


= (1+ & idx 
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J f az = f + 2)1 + & ومن ذلك ا جى(‎ 


=)1+ & 1[ J e 3 *™* dx 





ويما أن الدالة : + 7 ای 
1+ 2 -( 
هى أصل المشتقة للدالة ۳ ا 
فإن : 2 + 2 ) ا + 1 
1 م 2 = f(z) dz‏ ر 
Cı 351 3 4+‏ 
5-i‏ + 1 
{e+ — 1}‏ چ = 
+i‏ 2 - 
(*م ٣م‏ - 1)1 = 


وكذلك فإن المعادلات الوسيطية للمسار الثاني ر٣‏ تبين أن : 
dz = dx + i dy = (dy)i‏ 
لأن × مقدار ثابت . 
وبالتالي فإن: ول ¡ فا 6 ام پگ = عه ال 
١ e7” dy‏ 7م وح 
.(5-1نهم) 2م ¡ = 
لاحظ أن اتجاه المسار فرض أن تكون حدود التكامل من * إلى 0 وليس 
العكس . ومن ذلك نستنتج قيمة تكامل المسار على © وهي : 
(#م ‏ ع آم) ¡ + رقع مدع - 1( Jf) dz = i‏ 
(تع - 1) ¡i‏ = 
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مشال ": 
جد قيمة التكامل 42 (4)2 [ حيث إن 2= ٠)2(‏ وإن المسار© هو 
دائرة الوحدة . 
الحل: 
با أن المسار © هو دائرة الوحدة فإن معادلتيه الوسيطيتين هما: 
C:x = cost‏ 


y=sint, OSt ك5‎ 2 7 


وبالتالي فإن: 
dz = dx + i dy‏ 
sin t + i cos t) dt‏ -) = 
أما قيمة التكامل فهى : 
2n‏ 
(cos t + i sin t) )- sin t + i cos t) dt‏ و[ z=‏ 
c‏ 
2 2 
t sin t + i (cost — sin ( dt‏ 5م 2 - - 
2n 27‏ 
+i fj cos 2t dt‏ 2:06 هزه - fy‏ = 
cos 2t + 1 i sin 2t) j” = 0‏ )= 
مثال ٤‏ : 


جد قيمة التكامل ع ,| حيث إن 2 - 42 والمسار © هودائرة 
الوحدة. 


الحل: 
بالاستفادة من المعادلات الوسيطية لدائرة الوحدة نستنتج أن: 
dz = )- sint + 1 cos t) dt‏ 


۱4۷ 


2# 30 
2= و[‎ (cos t - i sin t) )- sin + i cos t) dt : وبالتالي فإن‎ 


es‏ 2 2 ا 

= J, i(sin t + قت‎ t) dt = 2ri 

لاحظ الفرق بين المثال ۳ والمثال ٤‏ حيث إن قيمة تكامل المسار للدالة 
التحليلية 2 على المسار دائرة الوحدة صفراً بين قيمة تكامل المسار للدالة 2 التي 
ليست تحليلية على أي نقطة في المستوي المركب على نفس المسار هي 271 





مثشال ه: 
Ee‏ 
Zz ¬ 5‏ © 


حيثإن © هوك =|2|. 


الحل: 
بما أن المسار © هو الدائرة التي نصف قطرها 3/2 فإن طول هذا المسار 
7 = 1 بقى أن نجد عدداً حقيقياً موجباً 14 بحيث إن 15 > | (4)2 | 

لكل 2 في مجالها. بالاستفادة من المتباينة المثلثية التالية نجد أن : 
5 9 





: 2-0 
aE‏ ج = |1| - ”|:| < -i|‏ 7| 
وبالتالي فإن: 
ی د ي 
5 |7 
أما الدالة الأسية فهى : |e#| = e” > e‏ 
TE :‏ 4 
وهذا يرين قيمة 14 فتكون: e” = M‏ ج < fl‏ 
عليه فإن: 2 12 _ 2 4 7م 
وعليه فإ re‏ كد = وق ته 5 > إعه سج ول | 


۹۸ 


1 


١ - ٤ تمارين‎ 


ين أن اسار © حيك: 2 11 - C:2)= Û‏ 


: مسار تمهد 


2 2 

ثم بين أن © ممهد. 

جد معادلتين وسيطيتين لكل مسار © فيا يلٍ: 

أ نصف الدائرة العلوي 2 > |1 - ج| الذي يسير عكس 
عقارب الساعة. 


ب - © مكون من القطع المستقيمة التي تصل بين النقاط 
21,25 ,2- على الترتيب. 


ج ‏ الجزء من القطع المكافىء ”× = ر الذي يصل بين النقطتين 
(0 ,0) ,(4 ,2). 

بين أن مدى الدالة ا + ۲ ومع = (])2 ,* > ۲ > 0 يمثل مساراً ممهداً. 

باستخدام المساواة ١1 - ٤‏ جد طول المسار © فيا يلي : 

أ . المسار المذكور في فرع أ من التمرين 7. 

ب- المسار المذكور في فرع ب من التمرين 7. 

ج المسار المذكور في فرع ج من التمرين ۳. 

2 مه المسار المذكور في التمرين 7 . 

ه ‏ المسار المذكور في التمرين ١‏ . 

اعط تفسيراً فيزيائياً لكل ما يلي : 
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أ z(t)‏ 
ب - |2:)0| 
ج ‏ )0|46) ”| [. 
حيث إن ()2 يشل مسار نقطة تتحرك في المستوي ومجال المتغير 


اهو [6 .]a,‏ 
جد قيمة التكاملات التالية : 

1 

ا f) dt‏ - 7( ا 
m2‏ 

e" dt ب‎ 
30 2 

J 60 + 202 dt ج‎ 
r/6 1 

1 e1 dt د ل‎ 


بفرض أن الدالة 0 التي تنقل الفترة [ل ,ء) على الفترة [8,6]) بشكل 
واحد لواحد وشامل متصلة وإذا كان ()2 حيث [ط ,۾] © ) يشل 
0(d) d 1‏ 
[at = f 25 0 (s)) 0 (s) ds‏ 0)" | 89 
ثم ما هو المعنى الفيزيائي هذه المساواة. 
بين أن: 
,m#n‏ 0 


2r ,m=n. 


252 1 
ا‎ gimt , أملحى‎ dt = 


٠‏ - جد قيمة التكامل 202[ لكل من المسارات التالية: 


أ - € مجموعة النقاط التي تحقق: 


2e", 0 0 >> > /2‏ عدج 


0 


1١ 


- ٤ 


ب - © تتكون من الخطوط المستقيمة التي تصل بين النقاط التالية : 
2- ,1+ 2- ,2+1 ,2 
ج - © تتكون من الخط المستقيم الذي يصل بين النقطتين 2 ,2-. 
جد قيمة التكامل ته( + 7 لكل من المسارات التالية : 
أ 1+01,0>1>1) .C:z2)=t+‏ 
ب _ الخطوط المستقيمة التي تصل بين النقاط 2-31 ,2 ,0 
جد قيمة التكامل عه ا الا 
C:zZ() = ~t+ (1-DiOstS1‏ 
جد قيمة التكامل 6-82 ل للمسار 
> > ) > 0ران + 2 > ()2 : 0 


بفرض أن © يمثل الدائرة التي مركزها 2 ونصف قطرها م وأن الدالة ؟ 
متصلة على © بين أن: 


2# . ۰ 
ا‎ f(z) dz = r, i ا‎ f ن2)‎ + r, e") e" dt 
6 


اقتراح : بين أن المعادلة التي تمثل © هي : 
z(t) = z + rq e, 0 St 5 2‏ : © 
بالاستعانة بالتمرين السابق بين أن: 


dz = 27i - أ‎ 





بص 6 
20 2 





ب د 1 “دس ,0 - هل ب 
م -ج) © 


حيث إن © هو الدائرة التي مركزها م2 ونصف قطرها م5. 


۲۰1 


15 - برهن أن : 








| 22 3 3V3 


711 
© 27+1 8 


حيث إن © تمثل نصف محيط الدائرة 


C:z(t) = 3e", 0 St < m. 


۷ - برهن أن: 





dz| < &‏ ل 


3 اسو 6 
حيث إن © يمثل ربع الدائرة 
2 > »> 0رأك 2 د ()ج : © 


۸ - برهن أن: 
r +Iin R‏ 


R 
.1 حيث إن 0 يمثل دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها ۸ أكبر من‎ 
بفرض أن © يمثل دائرة نصف قطرها الوحدة ومركزها نقطة الأصل‎ - 4 
برهن أن:‎ 
ل‎ dz=0 5 
6 


ب 0 عه تل 


e | >‏ و ا 


؟)z(‎ = 7” كرر التمرين السابق للدالة ”2 = (4)2 للفرع () و‎ - ٠ 
للفرع (ب). ماذا تستنتج من كلا التمرينين.‎ 
0, 7/2 بفرض أن 0 يمثل الخط المستقيم الذي يصل بين النقطتين‎ - ١ 
برهن أن:‎ 
| »مه ل‎ dz| > 


۲ 


(Cauchy - Goarsat) 


بالعودة إلى التكامل 5 ٠١‏ وهو تكامل المسار: 
2 (1)2 ف = J f(Z) dz‏ 


والذي يمكن اعادة صياغته بشكل آخر بالاستفادة من تمثيل الدالة (۴)2 على 
الصيغة 7 + ن -] وذلك على النحو التالي : 


1 dz = J (u + vi) (dx + i dy) 
= (ax - v y( + ¡ )u dy +۷ دك‎ 
: وبالتالي فإن‎ 
1-4 J, f) dz = إل‎ (u عه‎ v dy) + i _ (u dy + v dx) 


ومن ذلك نستنتج أن تكامل المسار للدالة المركبة يكن فهمه على أنه يتكون 
من الجزء الحقيقي ون u e» - v‏ ر والجزء التخيلي J, u dy + v dx‏ 
وكل منها يمثل تكامل المسار المعروف في التحليل المتجه في التفاضل والتكامل 
والذي يمكن إيجاد قيمته بتطبيق نظرية غرين والتي نذكرها للفائدة دون برهان 
بعد التعرف على نوع مهم من مسارات التكامل. بفرض أن © كانتور مغلق 
وبسيط فإن © يقسم المستوي الى قسمين» قسم محدود بالمسار © ويسمى المنطقة 
الداخلية للمسارء وقسم غير حدود بالمسار ويسمى المنطقة الخارجية للمسار. 


وبما أن المسار ذو اتجاه فإنه اصطلح على اعتبار الاتجاه الموجب للمسار هو 
الاتجاه الذي يحدد بعكس اتجاه حركة عقارب الساعة بحيث تكون المنطقة ' 
الداخلية للمسار دائ) على يسار النقطة المتحركة على المسار نفسه كما يوضح 
الشكل التالي : 





شكل (۳) 
والمنطقة الداخلية لمسار موجب الاتجاه © قد تكون مترابطة وقد تكون غير 
ذلك وهناك نوعان من الترابط. الأول الترابط البسيط. فالمجال 1 يسمى 
مترابطاً ترابطاً بسيطاً إذا كانت مكملة © (أي 5 - © = *2) مترابطة . والنوع 
الثاني الترابط المتعدد (أو غير البسيط)؛ فالمجال 2 يسمى مترابطاً متعدداً إذا 
كانت مكملة 7 (وهي *) ليست مترابطة . هذه المفاهيم موضحة بالأشكال 
التالية : 





ويمكن أن يفهم المجال المترابط ترابطاً متعدداً (ليس بسيطاً) كصفيحة فيها 
خرق واحد أو أكثر. 
نظرية ٤‏ غرين: (676©08): 

بفرض أن امسار © كانتور بسيط ومغلق موجب الاتجاه و٥‏ تمكل المنطقة 
الداخلية هذا المسارء إذا كانت الدالتان (ر,×) v۷‏ و (لإ,*)ننا متصلتين 
وكذلك المشتقات الجزئية ر۷ بر۷ .نا ,را موجودة ومتصلة على جميع نقاط © 
Dg‏ فإن: 


وف ل (وت = ,6 ل = (وف ۷ + عه نا يل (TYT-0....‏ 


إن هذه النظرية تمكننا من تحويل تكامل المسار )٠١ - ٤(‏ الى تكامل ثنائي 


(GATES عه كل‎ = J, (ux - v dy) + i ل‎ (u dy + vd) 
8 f(z) dz = = u,) dx dy + i 1 (u, - )ر۷‎ dx dy 


لقد استطاع كوي الاستفادة من نظرية غرين بإعطاء برهان للنظرية التالية 
والتي لب دورا هاما في التكامل ال مركب . 


نظرية ه (كوشي ‏ کورسات): 


بفرض أن المجال 18 مترابط ترابطاً بسيطاً والدالة ‏ تحليلية على المجال 5 
فإذا كان المسار © كانتوراً مغلقاً وبسيطاً يحتويه المجال © فإن: 


CEO... ل‎ dz = 0 

الرهان: 
بجا أن الدالة ‏ تحليلية فإن الدالتين ۷ ,نا تحققان معادلتي كوشى ‏ ريمان أي 
أن : ,۷~ = رلا اميل 


وبالإستفادة من المساواة ٤(‏ - ۲۳) نحصل على النتيجة المطلوبة. 
وهناك برهان آخر قدمه كورسات ويعتمد على التحليل الرياضي (وعلى 
الفرضية أن المشتقة ,)1 متصلة) ونترك هذا البرهان لمساقات متقدمة في التحليل 
المركب. 
مثال": 
بين أن: دعوت ل 
6 
حيث إن المسار ٤‏ يمثل دائرة الوحدة. 
الحل: 
بما أن المسار © يمثل كانتوراً مغلقاً وبسيطاً والدالة 2ه = (4)2 تحليلية على 
محال يحتوي المسار © فإن نظرية كوشي ‏ كورسات تؤكد أن : 
عدت ل 
6 
النظرية التالية من نتائج نظرية - كوشي - كورسات . 
یچ : 


نفرض أن ,© ,,© مساران مغلقان بسيطان موجبا الاتجاه أحدهما موجود في 
المنطقة الداخلية للآخر وأن الدالة (1)2 تحليلية على مجال يحتوي كلا من ي© ,© 
والمنطقة المحصورة بينهها (وليست بالضرورة على المنطقة الداخلية للمسار 
الداخلي) فإن: 
عه f f(2)‏ دعة Û f)‏ 
Cı C2‏ 


الرهان: 


L, = Cj -K, - Cj +K :iùإ الأول ,5 عاط بالمسار رسآ حيث‎ 


1“ 


والثاني ر محاط بالمسار ر1 حيث أن : 1 + © - با - 07 ح رآ 


شكل (ه) 





وواضح أن الدالة ‏ تحليلية عل المجالين 5 وامسارين ا يحيطان ب ا 
ا 
f(z) dz = 0‏ ر ,0 = f f(z) dz‏ 


وبمحاولة جمع المسارين را ,سآ نجدأن: ,0 - ,0 = يآ + L,‏ 
وبالتالى فإن: 0= f f(2) dz + f f(2) dz‏ دعة f‏ ل 
3 مآ L,‏ عست 

5 = 0 ع.‎ . 
1 f(z) dz ا‎ f(z) dz أي أن:‎ 


وهذا يعطي النتيجة ا النتيجة . 

النظرية السابقة تفيدنا بأن قيمة تكامل المسار عل (۲)2 ل ثابتة ولا تععدد عل 
شكل المسار © ما دام هذا المسار مغلقاً ونسيطا والدالة تحليلية على مجال حتويه 
وهذا يمكننا من التخلص من المسار المعقد أو الذي لا نستطيع تمثيله بمعادلات 
وسيطية والاستبدال به مسارا مغلقا بسيطا يمكننا تمثيله بمعادلات وسيطية كما يبين 
المثال التالي : 


مشال ۷: 
جد قيمة التكامل التالي: يي 1 J‏ 
حيث إن © يمثل الكانتور المغلق البسيط في الشكل التالي : 


3 


)١( شكل‎ 

الحل: 

لتسهيل عملية الحل نستبدل دائرة الوحدة بالمسار © وحيث إن الدالة ل 
تحليلية على المجال يحتوي المسارين وكذلك على المنطقة المحصورة بينهها فإن 
النتيجة السابقة قابلة للتطبيق لنستنتج أن: 

ل )دين 1 
7z‏ ب[ d=‏ 2 1 

وحيث إن ,© يمثل دائرة الوحدة فإن النقاط 2 على ,© تحقق : 


2)0( =e“, 0 St < 2r 


[| ديه 1 1 ل‎ f ie “e" at : وبالتالي فإن‎ 


2ع 


كما أن برهان هذه النتيجة يمكن تطويره لايجاد صيغة أعم لنظرية كوشي ‏ 
كورسات التالية . 
نظرية ۷: (تعميم لنظرية كوشي - كورسات): 

.نفرض أن © كانتور مغلق وبسيط موجب الاتجاه وأن E‏ بو ,€ تمثل 
مسارات مغلقة وبسيطة وموجبة الاتجاه ومنفصلة مثنى مثنى تقع في المنطقة 
الداخلية للمسار © وبفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية على مجال يحتوي على كل من 
المسارات ,© ,... ,ر۳ ,© ,© وعلى المنطقة التي تقع خارج المسارات ,ر ,© 


6 3 وداخل المسار 0 (وليس بالضرورة داخحل المسارات 6 CG, i‏ 3 
فإن: 
(o-0 .... f f dz =0‏ 


حيث يشل 8 المسار المكون من ,© ,... ,ر ,0 ,© الموضح في الشكل 
التالي : 


A 


شکل (۷) 


۹4 


أي أن 8 هو: 

1 - )© جيك + ...+ يكلا - © - يك + 1 - 0 - B=C+K,‏ 

= 0- )0© UC,U...UC,} 
لفهم البرهان لاحظ أن الدالة ۴ تحليلية على المجال الذي يمثل المنطقة الداخلية‎ 
:۷ للمسار 8 الموجب الاتجاه. المثال التالي يبين تطبيق النظرية‎ 
:۸ مثال‎ 
جد قيمة التكامل‎ 
7 ¬ 
8  2)2ج2-‎ 9( 

حيث يمثل المسار 8 جموع المسارين Cı, Cc,‏ حيث C‏ يمثل المسار Z(t) = e,‏ 
2# > † > 0 السالب الاتجاه ومنل ر المسار 527 > 0 ,268 = ()2 
الموجب الاتجاه . 





بتطبيق النظرية ۷ نستنتج أن قيمة التكامل صفراً لأن الدالة تحليلية على كل 
الأعداد المركبة باستثناء 0,3 ,3- وهذه لا تقع في المجال بين ,© ,© ولا 
عليههما. 


11۰ 


لاحظنا من النتيجة ٦‏ أن كون الدالة تحليلية على مجال 82 يحتوي مسار 
التكامل المغلق والبسيط © يكسب تكامل المسار صفة هامة وهي أن التكامل 
ثابت القيمة لجميع المسارات في ذلك المجال المشابهة للمسار ٤ء‏ والحقيقة أن 
كون الدالة تحليلية يكسب التكامل عمقاً أكثر من ذلك حيث يجعل التكامل 
مستقلا عن المسار وهذا يمكننا من تعريف التكامل المحدود وغير المحدود 
وخاصة النظرية الأساسية للتكامل لذلك نبدأ بالتعريف التالي : 
تعريف 7: 
E‏ 5 0000 
إذا كانت قيمة التكامل ع ٤ک‏ ثابتة الجميع المسارات © التي تصل 
بين نقطتين 8 و » فإن التكامل : 
عه (1)2 ل 
يسمى مستقلا عن المسار ويكتب بالصيغة: 
J, f) dz = f f(z) dz‏ 5-4) 
النظرية التالية تسمى النظرية الأساسية للتكامل : 
نظرية ۸: 
نفرض أن الدالة ۴ تحليلية على المجال المترابط ترابطاً بسيطاً © وأن » نقطة 
ثابتة في 2. إذا كانت 2 نقطة اختيارية في © والمسار © كانتوراً يصل بين 
النقطتين 2 ,» ومحتوى كلياً في 1 فإن الدالة: 


هل (ه)؛ | = ول F(2) = Ko‏ ...لا 


تحليلية على المجال 2 وتحقق المساواة 
(TA- © .... F(Z) = f(z)‏ 


الرهان: 
نفرض أن ,0 يشل القطعة المستقيمة التي تصل بين النقطتين 2 


"1 


و2ك z+‏ وأن ر٣‏ أي كانتور يصل بين النقطتين »,۸2 + 2 فإذا 
عرفنا لر B‏ الموجب الاتجاه الظاهر في الشكل كما یل : 
B=C,-C, - 0‏ 





فإن 8 كانتور مغلق وبسيط., وبما أن الدالة تحليلية على مجال يحتوي هذا المسار 
فإن النظرية © والنتيجة ٦‏ تؤكدان أن التكامل : 


هل (ه)] 
0 = مل (ه)؛ 
ومن ذلك ينتج أن: 
0 - مل (ه) [ - فف (ه)؟ رگ - مف ٤)۵(‏ ول 
أى أن : 


سل (د)1 = هل (۵)؟ - f(0») do‏ ا 


"1 


مل f(o)‏ “ذل حهة fo)‏ أل = f fo) da‏ ...فى 


وحسب تعريف (۴)2 ٤(‏ - ۲۷) فإن: 


(*-©.... 56 + A2) - F(z) = 7 f)۵( dw 
وبملاحظة أن:‎ 
ذل = سه ر‎ d= عد‎ 
: نستنتج أن‎ 
9 e _ هه )8 [ - هن (ه)؟ ا = |)؟‎ | 


Az 


ومن ذلك وبتطبيق الفرع ه من النظرية ١‏ فإن: 





Fz+ Az) - F(z) 
ل ر‎ |< 7 1 fo) - £(2)| أه4|‎ 
8<0 يوجد‎ ٠<0 وما أن الدالة تحليلية فإنها متصلة لذلك فإن لكل‎ 


بحيث إن : 
f(2) | > €‏ - (ه)؛ | <= 8ة < z|‏ -ه| 


وهذا ينتج أن لكل 0<» يوجد 6<0 بحيث إنه إذا تحقق الشرط 


5 >]|2-ه| فإن: 


| do | =e 





F(z+ Az) - F(Z) 

f)2( <‏ س 
Az‏ 

F(z + Az) - F(2) 

m aaa a r 


Az¬+0 A 2 


= ")2( = 1)2( 


1۴۳ 


أي أن (۴)2 تحليلية على 8 وتحقق المساواة ‏ (2)؟ = (1”)2 
وهذا ينهي إثبات النظرية . 

هذه النظرية تمكننا من إيجاد قيمة التكامل لأي دالة ٤‏ تكون تحليلية وذلك 
بمعرفة أصل المشتقة للمكامل كا تبين النظرية التالية : 


نظرية 9: 
إذا كانت الدالة ۴ تحليلية على المجال 82 وكانت ۴ أي أصل مشتقة لما فإنه 
لكل » و8 في 8 يكون: 
J f(z) dz = F(8) - F(o)‏ .... 1-0( 
الرهان: 


بتطبيق النظرية ۸ نستنتج أن التكامل 2ك (1)2 أ مستقل عن المسارلان: 
dw‏ (ه)؛ F(2) = f‏ 
تحليلية وبالتالي تكون متصلة» فإذا كانت (11)2 أي أصل مشتقة آخر فإن 
(۴)۶ = (2) ۸ وبالتالی فإن ۸ + (81)2 = (۴)2 حيث × عدد مركب 
ثابت» نجده بالتعويض بدلا من 2 العدد المركب » لينتج أن: 
f fo) dw = F(a) = H(o) + K‏ =0 
أي أن (»)8 - = × وبالتعويض بدلا من 2 العدد المركب 8 ينتج أن: 
J fo) da = H(B) - H(o)‏ 
ويا أن : H(8) - H(e) = F(8) - F(a)‏ 
فإن: J; fe) dz = F(8) - F(o)‏ 
وهذا. ينهي إثبات النظرية 
أما التكامل المركب غير المحدود ففي التعريف التالي : 


1€ 


35 


تعريف 4: 

بفرض أن الدالة ۴ تحليلية على المجال المترابط ترابطاً بسيطاً 8 وأن ۴ تمشل 
أصل المشتقة للدالة ٤‏ فإن التكامل المركب غير المحدود معرف بالمساواة التالية : 

J 1)2( dz = F(z) + K 

حيث إن × عدد مركب يسمى ثابت التکامل . 

هذه النظريات أبرزت أهمية الدوال التحليلية على مجال معين وفي نفس الوقت 
سهولة ايجاد التكامل المركب هذه الدوال لأن هذا التكامل يكون مستقلاً عن 
المسار. كل ما نحتاجه أن نبحث عن أصل المشتقة للدالة المكاملة. وهنا ننوه أن 
جميع طرق التكامل التقليدية المعروفة في التفاضل والتكامل قابلة للتطبيق في 
حالة التكامل المركب للدوال التحليلية» كما تبين الأمثلة التالية: 
مثال :٩‏ 


:371 
ER‏ 2 
جد قيمة التكامل 2 2 Sin‏ ى 


الحل: 
بما أن الدالة 2 هذه تحليلية عن كل المستوي المركب فإنها تحليلية بشكل أخص 
على مجال مترابط ترابطاً بسيطاً يحتوي النقطتين 21 ,0 لذا فإن التكامل 
مستقا عن المسار وقيمته هي : 
sinz dz = - cosz |2 =1 - cos) 5 ¡(‏ ل 
مثال :٠١‏ 
2 2-3 
جد قيمة التكامل 32202 لل 
الحل: 
ما أن أصل المشتقة للمكامل هى 7 فإن: 
8 - 46 - = - (2-3) = بل 322 02 


"126 


:١١ مثال‎ 


جد قيمة التكا 1 
جد فيمة مل عه ي ب 


حيث إن © يمثل القطعة المستقيمة التى تصل بين النقطتين 31 ,2. 





الحل: 
با أن الدالة ليست تحليلية على النقطة 0 >- 2 فقط وهي نقطة متفردة 
ومعزولة للدالة فإنه يمكن إيجاد مجال 2 لا يحتوي نقطة الأصل ويحتوي على 
المسار © بين النقطتين 2,31 وتكون عليه الدالة تحليلية وبالتالي فإن التكامل 
مستقل عن المسار وقيمته هي : 
.1 1_ | 1 _ 3 1 
أ + )= ,| ج - = عل z2”‏ ر = عد ا 
مثال :١١‏ 
جد قيمة التكامل ين ّ أ 
2 5 
الحل: 
أصل المشتقة للدالة لط هي 2 ع٥1‏ حيث 2 لا تحقق الشرطين 


املح 


0 > 86.2 و 2-0 .م1 وبا أن النقطتين 1,1- تقعان في مجال تكون 
عليه الدالة تحليلية فإن التكامل مستقل عن المسار» وأن: 
«-) هما - ذهما ديه ± f‏ 
Tri.‏ = 
مثال :١"‏ 
بين أن التكامل EOL‏ حيث إن: 

7 > 0 > جو - ,0 < | ج | ,® أن ©1| ع | = تاج = f(2)‏ 
ليس مستقلاً عن المسار الذي يصل بين النقطتين 2,1+1/31- ثم جد 
قيمة التكامل في الحالات التالية: 

أ - إذا كان © واقعاً في النصف العلوي من المستوي المركب. 
ب - إذا كان © واقعاً في النصف السفلل من المستوي المركب. 
الحل: 

بما أن الدالة (5)2 تمثل الفرع الرئيسي للدالة متعددة القيمة ”2 فإنها 
ليست متصلة على الشعاع ^ - = 0 وبالتالي ليست متصلة عند النقطة 
2- = 2 لذلك فإن الدالة ليست تحليلية على محال يحتوي المسار والنقطتين وهذا 
يؤكد أن التكامل ليس مستقلاً عن المسار. 


ولإيجاد قيمة التكامل في الفرع (أ) نبحث عن فرع للدالة يتوافق مع (2)؟ 
ويكون تيليا عل الان والنقطيين: 31 + 2;1 :ومن المعلوم: أنه يمكن 
إبجاد الفرع المطلوب بإعطاء قيمة مناسبة للعدد الحقيقى » للدالة. 

<a + 2‏ 0 > به ,0 < |z|‏ ,9# أع 12| ع | ع تلاج = (ج)] 
وبإعطاء » القيمة 32 - نحصل على الفرع : 
3 > و > كد - ,0 < رع | ,هق !| ع | = f(2)‏ 


2 2 


1¥ 


*  4)١١(لكش‎ 





وهذا يتوافق مع الفرع الرئيسي (ما عدا بالطبع 2- = 2) وهذا الفرع تحليلي 
على جميع الأعداد المركبة التي لا تقع على الشعاع ج - = 0 وبالتالي فإنه 
تحليل على مجال يحتوي على المسار © والنقطتين ۷31 + 2,1- وبايجاد 
أصل المشتقة للدالة (5)2 نجد قيمة التكامل وهي : 


1+V3i 


1+V3i 
1 


f(2) dz = لك‎ 2 | 


2 j 1+V3i 
2 23/2 ذنى‎ 2 | 





8V2‏ (1 37م 2 ”م) 232 ع 


کا يبين الشكل التالي : 





شكل (۱۲) 


1۸ 


وبإعطاء » القيمة د نحصل على الفرع : 

f(2) = | : (ei, |z| <0, 3 >8 > 5 9‏ 
وهذا يتوافق كذلك مع الفرع الرئيسي (باسثتناء 2- =2 بالطبع) ولكنه 
تحليلي على جميع الأعداد المركبة التي لا تقع على الشعاع 2 = فإذا كان 
المسار الذي يصل بين النقطتين 1/31 + 2,1- واقعا في النصف السفلي 
للمستوي المركب كما في الشكل فإن هذا الفرع يكون تحليلياً على مجال 5 
يحتوي © والنقطتين 2- و ¡ ۷3 + 1 وبإيجاد أصل المشتقة هذا الفرع نجد 


قيمة التكامل وهي : 
1+V3i +VTi‏ 
“ته چ دعه 0 إل 
1131| مو تان 2 ع | 2 - 
0 ے ( م د ( i‏ ”2 ج 9 
شكل (۱۳) 





لاحظ اختلاف قيمتي التكامل باختلاف المسار الواصل بين النقطتين. لاحظ 
كذلك اننا اخترنا قيمتي (2-) هته ,(3/31 + 1) 258 اللتين تحققان المتباينة 
لكل فرع في كل حالة. 
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في التهارين ١‏ - ه طبق نظرية كوشي ‏ كورسات لاثبات أن 0= عل (4)2 ل 
حيث © كانتور موجب الاتجاه : 
f(z) = sin 2 3‏ ,1= |2 |: © 
؟ - ع = (2) ٤,‏ مكون من القطع المستقيمة التي تصل بين النقاط 
+i, 3,0‏ 1,2+ 0,1 على التوالي . 
٤, ])2( = 27-1 ۳‏ مكون من أضلاع المثلث ذي الرؤوس 1,2- ,ذ. 


؛ ‏ ج = (2) ,© يمثل الكانتور في الشكل 


)۱٤( شكل‎ 


ta 2 0‏ = (1)2 ,€ مكون من القطع المستقيمة الواصلة بين النقاط ,1+ 
~i, +1, ~1‏ بحيث يكون موجب الاتجاه. 


٥, ٤)2( = | 2 | ٦‏ يمثل دائرة الوحدة. 
۷ جد قيمة التكامل عل 8 في الحالات التالية 
أ - © مكون من المربع الذي رؤوسه 1+ ,1+ بالاتجاه الموجب 


۰ 


ب - ع مكون من الدائرة 1 >2 -2| 
ج - © يصل بين النقطتين ,27,2 اللتين لا تقعان على الجزء السالب 
من المحور الحقيقي . 
د ©دائرة الوحدة. 
اقتراح : استعن بالفرع (ج) بفرض أن الدائرة تبدأ بالنقطة ,2 
التي تقع في النصف السفلٍ من المستوى المركب وتنتهي بالنقطة ر 
التي تقع في النصف العلوي من المستبي المركب ثم جد قيمة 
التكامل بأخذ النهاية عندما تقترب النقطتان ,2 ,2 من النقطة 
1 - لإغلاق الدائرة. 
8 - في المثال ٠۳‏ برهن أن الفرع الرئيسي للدالة 212 = (۴)2 ليست متصلة 
على النصف السالب من المحور الحقيقي . 
4- بين أنه لأي كثيرة حدود (5)2 فإن 0 = J. P(2) dz‏ لاي مسار 





مغلق وبسيط ©. 
-١‏ بين أن 0 = dz‏ 2-2 1 لأي مسار مغلق وبسيط © تقع 
النقطة ,2 فى المنطقة الخارجية له. 
1 
قت قن أذ 21ح يه سجر[ 


حيك :ان مكل الاو الى مر كرا + 1 وف قطرها 2 جد 





قيمة : 
1 
02 ا 
z+1 — i‏ © 
إذا كان © يمثل المربع ذا الرؤوس 210 + 2- ,2- بالاتهاه 
الموجب . 
١‏ - جد قيمة التكاملات التالية : 
2H3 3 2‏ 

sin 2z dz ا ب‎ )2-1( dz 5 


قف 


- ۳ 


- ٤ 


1-1 2i Ti 
1 z e” dz 3-3 j2 dz ج‎ 
3 


2z +1 





J, cosza 
1 و‎ q 0S Z dz ها د‎ 


2 
2 + 2 


2z + 1‏ 
جد قيمة 0137 سس 


ك [ في الحالات التالية 
UC FF FEZ‏ 

أ - © يمثل الكانتور 
ب - € يمثل الكانتور 
© يمثل الكانتور 
ا عه 2 ل ليست مستقلة عن المسار إذا كان المسار يصل 
بين النقطتين 1 ۷3 + 1,1- وأن 

Lu 


كيك > و > ل ,0 < || ei,‏ || = هاج 


.|2 + 1| - 


.|2-1| = 


mn 
1 
ددم |د دده‎ 


بفرض أن (۴)2 معرفة بالمساواة: 

1)2( = ما( م = أج‎ lel + e), 

<R‏ 0 < 7~ ,0 < إجا 
وباختيار فرع مناسب» جد قيمة التكامل : 

f 
J (z) dz 

حيث إن © يصل بين النقطتين 2,1+1-. ويقع في النصف العلوي 
من المستوي المركب . 


يفف 


E:‏ نظرية كوشي للتكامل: 


لعل من أهم النتائج التي تلعب دوراً هاما في موضوع التحليل المركب هي. 
نظرية كوشى للتكامل. تلك النظرية التي تبين أن قيمة الدالة التحليلية يمكن أن 
تمثل بصيغة تكامل على مسار مغلق وبسيط . 
نظرية :٠١‏ (نظرية كوشي للتكامل) : 

بفرض أن © كانتور مغلق وبسيط وموجب الاتجاه. وأن الدالة ٤‏ تحليلية على 
محال مترابط ترابطاً بسيطاً © يحتوي المسار © فإذا كانت «ه أي نقطة في المجال 
م فإن: 

1 ا[‎ f(z) 


2ri ° ندج‎ 








(TYT- 59 .... fw) = 2 


المرهان: 


نفرض أن C,‏ تمثل الدائرة التي مركزها س ونصف قطرها .T‏ 
f(z)‏ 


Z ¬ وى‎ 


بما أن الدالة 





تحليلية على المجال الذي بين المسارين ,© ,€ 
وعليهما كذلك فإن النتيجة ” تؤكد أن: 


04 E E 


CZ ¬ وى‎ CC Z2 ¬ س‎ 


dz = 2ri وما أن‎ 





هن Cu Z~—‏ 
(انظر مثال ۷ حيث »۵ - 2 بدلا من 2) فإن: 
f(z) - f(w)‏ + ل (ص)f f(z) =f‏ 1 


Cg Z7” W Cu Z¬— وه‎ Zz = نه‎ 


قلف 


ومن ذلك ينتج أن: 


E a‏ لت 
س -2 Ca‏ ه ¬ CZ‏ 





(é0 .... 


8 


وبما أن الدالة ٤‏ تحليلية على المجال 1 فإنها متصلة عليه وبالأخص عند س لذلك 
نستنتج أنه لكل 0 < © يوجد 8<0 تحقق الشرط: 
fw) | > €‏ - (4)2| <د ق > إن - |z‏ 


وبفرض أن نصف قطر الدائرة ,© وهو ا يحقق 8 1 > + فإن النقاط 2 
التي تقع على هذه الدائرة تحقق : 

5 >5 ل >= | - ا 
وبالتالي فإن: < > | f(z) - f(w)‏ | 


وهذا يقتضي ما يلي : 


8 (ه)1؟ - f)z)‏ 
ا للا 
أي أن: 
EET‏ 
ag <‏ 


فإذا تركنا نصف قطر الدائرة + يقترب من الصفر فإن: 


(f f(z) - f(w)‏ هنا 


¬0 Cu 2- و‎ 


dz) = 0 


وبالعودة إلى المساواة )۳١ - ٤(‏ فإن أخذ النهاية للطرفين يعطي : 
5 (س)۴ - (1)2 


2- © 


dz = 2i f(o) + lim‏ ار 


ون Z¬—‏ © 
وهذا ينهى اثبات النظرية لأنه يعطى المساواة المطلوبة. 


A: 


مثال ۱٤‏ : 
جد قيمة التكامل ‏ 02 





: 2 1 في الحالات التالية : 


أ - إذا كانت © تمثل الدائرة 1 > |12 بالاتجاه الموجب 
ب إذاكانت © غثل الدائرة 1= |z - 2i|‏ بالانجاه ا موهجب 


ج - إذا كانت © تمثل الدائرة 1 = إ2 + |z‏ بالاتجاه الموجب. 


الحل: 
١‏ با أن الدالة كي تحليلية في مجال مترابط ترابطاً بسيطاً يحتوي 
السار € :1= |2| (لأن أصفار المقام 21,21- تش حارج 


الكانتور) فإن نظرية كوشي ‏ كورسات تبين أن: 0 = هل 








_- د 1 


)٠١( شكل‎ 





ب - ببما أن أحد أصفار المقام 21 =: 2 يقع داخل المسار0 فإن المكامل 
ليس تحليلياً في مجال يحنوي هذا المسار. وبالتالي فإن نظرية كوشي - 
كورسات لا تنطبق وهنا نستعين بنذارية كوشي للتكامل حيث إن : 


ze” / (z + 2i 
EE e لل‎ 
c 7+4 ° )z-2( 





0 


فتكون الدالة ا = ٤)2(‏ تحليلية على مجال مترابط ترابطا بسيطا 
يحتوي على المسار © :1= 2 - |z‏ وهذا يعني أن شروط نظرية 


كوشي تتحقق لنستنتج أن: 








ze 55 
1 قد‎ d2 = 21 1)2( 


1م = 


)۱١( شكل‎ 





ج - بنفس أسلوب فرع (ب) نستنتج أن: 
ze” 9 0 ze” / )2-21(‏ 1 


cc 2+4 c 2+ 2i 





= rie 7# 





شکل (۱۷) 


۲١ 


٠‏ أن معنى نظرية كوشي يفيد يفيد بأن سلوك الداة التحليلية في دال جال ال متابط 
وبسيط يحيط بذلك المجال. 


النظرية التالية تتعلق بمشتقة الدالة التحليلية وتمثيلها بصيغة تكامل مسار. 
نظرية :١١‏ 
نفرض أن الدالة (5)2 متصلة على المسار المغلق البسيط ©. عرف الدالة 
F(Z)‏ بالمساواة التالية : 


f 
(o-0) .... F2) = f e 


لكل z‏ لا تقع على المسار ٤‏ فإن F(z)‏ تحليلية والمشتقة F'(z)‏ حسب 


ds 

















: المساواة التالية‎ 
e f(s) 
-D.... e ds 
. © لكل 2 لا تقع على المسار‎ 
ابرهان:‎ 
: لايجاد المشتقة نجد الكسر التالي‎ 
F(z + Az) - F(z) 8 1 f(s) 0 ا‎ 
Az م ا‎ / 4 
= 55 
- 2 
1ے‎ 1 Az f(s) 
` Az "e )s - Zz - 82()5- 2( 1 
لذلك فإن:‎ 
F(z + Az) - F(z) 1)5( 
ين‎ Az 2ت‎ TEE 


YY 


ثم نجد الفرق بين الطرف الأيمن للمعادلتين )۳١ - ٤( »)۳۷ - ٤(‏ وهو 


_ e+ ADF ن هر‎ 


Az ا ء‎ )6- 2“ 
1 1 
- ودم وه مأل‎ e 9® 
س‎ | E E f(s) ds 


° )(ئs8~“zZ-¬‎ A2) )s ¬ 2( 


5 f(s) 
(TAO... بودن‎ ETE 5 


إذا استطعنا اثبات أن لكل 0<» يوجد 6<0 بحيث إذا كانت 
8> || فإن »> |ه| مما يفيد بأن 
f‏ 
0 
(s ¬ z(‏ 
ما ينبى إثبات النظرية لذلك نقول افرض أن ؛ تمثل أقصر مسافة بين النقطة 2 
والمسار © لذلك فإن لكل 5 تقع على المسار ٣‏ تكون 0 < 6< | - و| 


8") = J, 


4 


شكل (۱۸) 


۸ 


ويما أن الدالة (1)5 متصلة على المسار © فإنه يوجد عدد حقيقى موجب × 
يحقق ×> | ()1| لكل ء تقع على المسار ©. وكذلك بتطبيق متباينة املك 








نستنتج أن: 
اه |-|ء -:|<إعم -ع-:| 
وبفرض أن : ؛ له > ة > | | 
نستنتج أن: |s-z-Az|> +t‏ 
|as|‏ |(1)5| 8 ظ f(s) ds‏ ظ 
|2 - و| Az|‏ - : - و| » 27 - A۸2( )s‏ -ج -6 © 
K.L‏ 8 21.1 5 
48 3 
حيث إن 1 تمثل طور الكانتور ٤‏ . وبالتعويض في ٤(‏ - ۳۸) فإن: 
f(s) ds‏ 
جحي حم 4| < 
)s- 2 - A2( 6 - 22‏ | | أه| 


| 42| K.L K.L 
<S av < | للنمبس‎ 


< € 
48 48 


وبفرض أن 8 تحقق E‏ 
4e‏ 

ينتهي برهان النظرية . 

: ١٠٠١ مثال‎ 


جد قيمة التكامل E‏ 1 


° (z- ri) 
.|2 - إذا كان © يشل الدائرة 1= إنه‎ 


4 


الحل : 
بتطبيق النظرية السابقة نستنتج أن: 
dz = 251 f' (ri)‏ ا 1 
Ti)‏ - 2 6 
حيث إن ته = (4)2 وبالتالي ينتج 
dz = 2 (ie ™) = —- 2e"‏ 7 


° (z- ri 


: ۱٦ مثال‎ 


COS Z 06 
| جد قيمة التكامل:  يق بل‎ 
6 Zz (z + i) 


في الحالات التالية : 


الك ۾ c:lz|=‏ 
1 

بات 3 -|ذ+ 2 |: 6 

C:|z-2i| =1 جا‎ 


| - بايجاد أصفار المقام 1- ,0 نلاحظ أن القيمة 0 - 2 تقع في المنطقة 
الداخلية للمسار © الذي يشل الل -|2| أماالقيمة 1- فتقع 
خارجه لذلك وما أن: 
2 605 
(z + 2‏ 
تحليلية على مجال يحتوي هذا المسار فإن نظرية كوشي للتكامل قابلة 


dz = 2ri f(0) = - 2i. 


1)2( = 


COS Z 


© z(zZ+Ù% 


خرف 





شكل (۱۹) 





ب - ويا أن القيمة 1- تقع داخل المسار ©: ل 


| ¡ + 2 | والقيمة 0 


COS 2 





= (1)2 
تحليلية على مجال 2 يحتوي المسار © فإن النظرية ١١‏ قابلة للتطبيق 
لنحصل على : 


COS 2 _COS2 2 /z 

: اھ و 
1 + جع 6 c 2)2 +i)‏ 
(1-)211 = 

- 2 518 2 - COS 2 5 

وبما أن ب د( 
2 
فإن cos i + i sin i‏ = (1-) 1 
وبالتالي فإن: 
COS 2‏ 


dz = 21 (cos i + i sin i) 


(2 


۳1 


*(؛ + 2) 2 ع 


ج أمافي حالة كون أصفر المقام 1-,0 حارج المسار 
© :1= |2 - | فإن: 


cos Z 
(لاذا؟)‎ Eee dz = 0 


النظرية ١١‏ تبين أن الدالة: 


وو لك | مود ورن: 


2- و °C‏ 271 
قابلة للاشتقاق عند كل نقطة 2 لا تقع على المسار © وأن: 


| f(s) 


21 °C (ئs-—‎ 2) 





05 = (1)2 
وبتكرار نفس البرهان يمكن اثبات أن: 


f')2( = ا ا‎ ds 


(2 -5) 271 
وبالاستقراء الرياضى يمكن اثبات النتيجة التالية التى تسمى نظرية كوشى 
لا شتقة . 
نتيحة ١۲‏ : 


ضرض أن الدالة ۲ تليلية عمل جال مترابط ترابطاً بسيطاً وجتوي امسار 
المغلق البسيط © فإن: 
n! f(s)‏ 
E E E‏ 


(\-).... f 
2i € (s-—z2)™ 


0 0-686 
(2) 


لكل نقطة 2 لا تقع على المسار ٣‏ و(2 عدد صحيح موجب) . 
إن هذه النتيجة معنى لطيفاً وهو أن الدالة التحليلية ؟ قابلة للاشتقاق لأية 
درجة نريد أي .أن كل المشتقات هذه الدالة موجودة وتحليلية كذلك. 


ضف 


نتيحة 17 : 

لأي دالة ٤‏ تحليلية على مجال ما تكون المشتقات ..., 1,... ,۴ ,”4 موجودة 
وتحليلية على «1. 
الرهان: 


بفرض أن ر2 تنتمي في ۵» با أن 1 مفتوح فإنه يوجد 0 <۲ بحيث إن 
القرص (1 > |2 -2:|2) محتوى في 2 وبالتالي فإن الكانتور 
© :+ > | - 2 | في 0 وبتطبيق نتيجة ١١‏ نحصل على المطلوب . 


:١7لاثم‎ 





2 1 
جد فيمة 02 ا 
cC 0‏ 


حيث إن 0 دائرة الوحدة ۸ عدد صحيح موجب أو صفر. 
الحل: 
بفرض أن « > 0 والقيمة 0 -م2 صفر المقام فإن: 
1 
dz = 2 ri f(0)‏ ل 
ri‏ 2 = 
وبفرض أن 1<" والقيمة 0= 2 صفر المقام فإن: 


dz = 


cC 2 1 n! 0 








مو 271 1 ا 


ويماأن الدالة 1= ۴)z(‏ لكل 2 في المجال الذي يحتوي الكانتور فإن 
f =0‏ لكل 1< * وبالتالي: 





1 
1 dz =0, م‎ 21. 


يفف 


تمارين 4 " 


-١‏ إذا كان © يمثل الدائرة 3 = |2| جد قيمة التكاملات التالية: 


COS 2 26‏ 
١‏ ل هسل ب ل 
eT]‏ 6 1 ج z=‏ © 

tan 2 sin Z 

ع يه ست در د ل ي 
(z¬ 22‏ ° (2+1) (2-1) ° 
3 
2 
ها 2 لسسسسيدم ]ل 
(ذ-ج) ° 
اقرا القن جرت الک ٠‏ جح لسك 
(2+1) (2-1) 
sin 2z 8‏ 
؟' - جد قيمة التكامل ا کے ا 


37 ث2 © 
في الحالات التالية : 


أ - © هوالمسار في الشكل .)١١(‏ 
اقتراح: اكتب ‏ ر٤‏ + ,€ = 0 





. وجزىء التكامل‎ 
C:|z-3|=2 ب د‎ 
C:lz|=1 ج‎ 
C:|z-3i|=2 د‎ 
/ : برهن ما يلي‎ ۳ 
E dz 21 , n=0 
© )z- z2 -[ 0 , n>1 


إذا كان © يشل الدائرة 1= |و2-2|. 


۳6 


٤‏ - نفرض أن © يشل القطع الناقص 36 = ”ر9 + ×4 بالاتجاه الموجب 
وأن الدالة (۴)2 معرفة بالمساواة 


3s - 2s +1‏ 
7 اسلف ي = F(z)‏ 
5-2 
لكل 2 لا تقع على الكانتور © جد قيمة ما يلي : 
أ د F(2), F(i)‏ 
ن F'(i), F(~i)‏ 
ڪن * F(4), FG)‏ 
ه - إذا كان © أي كانتور مغلق وبسيط والدالة (۴)2 معرفة بالمساواة 
و2 - 3و 
و عن ل =( 
ا f‏ - © 


لكل 2 لا تقع على الكانتور © فبرهن أن 
(لكل 2 داخحل الكانتور ©) ,51 2 ١‏ 
ٌْ = (1)2 
(لكل 2 خارج الكانتور0) , 0 
5 إذا كانت الدالة ۴ تحليلية على مجال يحتوي الدائرة + > |2 -2|: © 
فبرهن (باستخدام نظرية كوشي للتكامل) ان : 


2r 1: 5‏ 
عت f(2, + re“) dt = 25 f(2)‏ ى ر 
تسمى هذه المساواة نظرية جاوس للقيمة الوسطى . 
2r r" f(z‏ 1 2 
نت ا = dt‏ “مدع f(z, + re")‏ ر 
n! ١‏ شه 


اقتراح : استعن بالمعادلة الوسيطية للدائرة ثم طبق نظرية كوشي للتكامل . 
۷- إذا كانت الدالة ٤‏ تحليلية على مجال يحتوي كانتور مغلق وبسيط 0 فيرهن 
1'(s) | f(z)‏ 1 


+2 -) ° كدو .© 


بكرف 








05 


۸ - نفرض أن © يشل دائرة الوحدة بين ان 
j z7 e” dz = 2i‏ 
C‏ 
ثم بالاستفادة من المعادلة الوسيطية لدائرة الوحدة بين أن: 
٣ e“ cos (sin t) dt = Tr‏ 


۹ من المعروف أن كثيرة حدود ليجندر يمكن أن تكتب بالصيغة : 








qd" 2 n 
بم‎ )2( = -1 
۾‎ )2( E [(z - 1"[ 
استعن بنطرية كوشي للتكامل لإثبات أن‎ 
(5 - 1" 


1 
.P,)2( 5-2 i 21 6 - z2) 


٠‏ - إذا كانت ۴ تحليلية على محال مترابط ترابطاً بسيطاً والمسار © يمثل كانتوراً 
مغلقاً وبسيطاً وكانت النقطتان ,2 في المنطقة الداخلية للكانتور 
فبرهن أن: 

` fW f) 01 f(s) 


W~—z 271 °C (s — Z) (s - w) 





ماذا نستنتج إذا تركنا النقطة س تقترب من z؟‏ 


۳۹ 


؛ - ٤‏ نتائج نظرية كوشي للتكامل : 


نعرض في هذا البند بعض النتائج الحامة لنظرية كوشي للتكامل وقبلها لنا أن 
نتساءل عن امكانية تحقق عكسن نظرية كوشي ‏ كورسات (التي تقول إن قيمة 
تكامل الدالة التحليلية في جال يحتوي على الكانتور المغلق البسيط صفر). وهو 
إذا حدث أن تكون قيمة تكامل دالة متصلة على مجال يحتوي كانتوراً مغلقاً 
وبسيطاً صفراً فهل تكون الدالة تحليلية على ذلك المجالء المثال التالي يشير إلى 
إمكانية حدوث ذلك دون أن تكون الدالة تحليلية. 
مثال ۱۸: 

جد قيمة التكامل: ين 2هن ر 

6 2 

حيث ٤‏ تمثل دائرة الوحدة. 
الحل: 

بتطبيق نظرية كوشي للتكامل نستنتج أن: 

sin Zz 


j 3Z ûz-2risin0 =0 
C 2 


ومن الواضح أن الدالة َكل ليست تحليلية عند النقطة 0 z=‏ بين قيمة 
التكامل تساوي صفرا. النظرية التالية تسمى نظرية موريرا تمثل معكوس نظرية 
كوشي - كورسات . 

نظرية موريرا :)١5(‏ 


بفرض أن الدالة؟ متصلة على المجال 2 إذا تحقق الشرط 
0 = عه ال لكل كانتور مغلق وبسيط يقع في المجال 0 فإن الدالة ؛ 
تحليلية على 5 . 


إيخرفا 


الرهان: 
با أن 0 - عه 2 لكل كانتور مغلق وبسيط © يقع في المجال 5 
فإن ع )2„ مستقل عن المسار © لذلك وبالاستفادة من برهان نظرية ۸ 
يمكن أن نثبت أن: 
F(z) = (1 f(s) ds‏ 

دالة تحليلية على المجال 8 وأن ٤)z2(‏ = (85")2 وا أن الدالة (۴)2 تحليلية 
على المجال 1 فإن نتيجة ۱۳ تؤكد أن جميع مشتقات (۴)2 موجودة ومتصلة 
وبشكل خاص (15")2 وبا أن (12 = (5”)2 فإن الدالة ‏ قابلة للاشتقاق 
على (1 وبالتالي تكون تحليلية عليه. 

إذا كان المجال 1 في نظرية موريرا مترابطاً ترابطاً بسيطاً فإن نظرية موريرا 
تمثل عكس نظرية كوشي ‏ کورسات . 

النظرية التالية تسمى متباينة كوشي . 
نظرية ٠١‏ (متباينة كوشي) : 

نفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية على المجال 2 الذي يحتوي الكانتور 
0 :+ع |ج - و| (وهو الدائرة التي مركزها 2 ونصف قطرها : بالاتجاه 


الموجب). فإذا كان !ا عدداً حقيقياً موجباً يحقق K‏ > | (5)5 | لكل ؟ تقع على 
الكانتور © فإن المشتقة النونية للدالة ٤‏ عند النقطة س تحقق المتباينة : 





n! k 


(-09.... | *)© | > ,n=1,2,... 


الرهان: 
بتطبيق النتيجة ١7‏ نستنتج أن: 
n! 1 f(s) :‏ 


ari € (~2) 





£ )2( = 


۴4 


وما أن f(z) | > k‏ | لكل 5 تقع على الكانتور © وان + > |2 - 5| فإن 





! k 
2| > =. || 
2r c 


n+1 
r 


n! k 2rr n! k 


= ے ل للك کک 
5 ,2 ,1 2و 5 1+ 8 = 


ان متباينة كوشى تلعب دوراً هاماً في اثبات نظرية ليوفيل التي تبين أنه إذا 
كانت الدالة الكلية محدودة فإنها تكون ثابتة القيمة. 
نظرية 1١‏ (ليوقيل): 


إذا كانت ؟ دالة تحليلية ومحدودة على المستوي المركب (أي يوجد 0< 
بحيث إن م > | (1)2 | لكل عدد مركب 2) فإن ؟ دالة ثابتة القيمة. 
1ه 





الرهان: 


ما أن الثابت « في النظرية السابقة مرتبط بقيم الدالة على الكانتور © نرمز له 
بالرمز ا حيث : نصف قطر الدائرة © لنحصل على: ٠‏ 


ع1 ! 
...و2 و1 2 8و ا > | ©) ” | 


n 
1 





وما أن »> | (4)2|] لكل عدد مركب 2 (ليس فقط على الكانتور ©) فإن 
k, > 1‏ وبفرض أن 1= ۸ نستنتج أن: 


>|مم| 
ويا أن البسط في الطرف الأيمن لا يعتمد على ۲ وكذلك الطرف الأيسر فإذا 
أخذنا هاية الطرفين عندما تؤول ۲ الى © فإن: 
۴')z) = 0‏ 
لكل عدد مركب 2 وبالتالي فإن » = (1)2 قيمة ثابتة. 


۳۹ 


:١9 مثال‎ 


بين أن الدالة 2 05© ليست محدودة. 


الحل: 

من المعلوم أن الدالة 052© دالة تحليلية على كل المستوي المركب (أي 
كلية) وهي كذلك ليست ثابتة القيمة وبالتالي فإن نظرية ليويل تؤكد أن 
2 605 ليست محدودة. (ولرؤية ذلك بطريقة أخرى نثبت 0 - × ونترك 


cos 2 = cos (y i) = cosh y قيمة لا تزداد بدون توقف لنجد أن:‎ 
li = ت فا 1 0 = إا‎ 
lim, cos z lim, cosh y = وبالتالي فإن مه‎ 


أي أن لبت حدودة) . 


ومن التطبيقات الحامة لنظرية ليوفيل كذلك النتيجة الجبرية التي تقول بوجود 
على الأقل صفر واحد لكثيرة الحدود من الدرجة م. وهذه النتيجة تسمى 
النظرية الأساسية للجير. 


نتيجة ١١‏ (النظرية الأساسية للجبر) : 

يوجد لكثيرة الحدود من الدرجة « على الأقل جذر واحد (صفر واحد) . 
الرهان: 

نفرض أن (2,)2 كثيرة الحدود من الدرجة ه أي أن: 


n~} 


P,(z2) = يه‎ 2+ “q-1Z + ... + QZ + “ايه رمه‎ 0 


حيث إن ,» ,... ,ره ,ره أعداد مركبة. كثيرة الحدود هذه يمكن كتابتها 
بالصيغة التالية : 











- n “A-1 0 “o 
P,(z) = «, z {1 + a1 44 + : ) 


a“, Z م0‎ 0,2 


3 


وبتطبيق متبايئة المثلث نستتتج أن : 
“o‏ بو و 


02 0_2 





- [ جد 











غ0 
ابوياجهم 
n‏ 


م0 0 


: 





وبفرض أن © ج |2| فإنه يكن أن نفرض أن: 








1 1 
| 2 | > 3nk > 1, | < ) 



































|2| 3nk 
: حيث إن‎ 
0 04 OL 
ا |,| سنك |...,| حف | م‎ ( 
« a a 
n n 15 
وبالتالي ينتج أن:‎ 
A-1 “o 
| a 
2ه 2ه‎ 
<| A-1 1 + | “o 1 
0 | «| | a, | |2 |” 
1 1 
< 4+... + = 
3n 3n 
a «a 
[1+ چ = -1< سيب 1 ا‎ 
o, Z يه‎ 


وبالتالي ينتج أن : 
"دا اا ج < هرما 


وبفرض أنه لا يوجد عدد مركب 2 بحيث إن 0 = (۴,)2 





فإن الدالة = (1)2 


2 


تحليلية على جميع الأعداد المركبة أي أنها كلية وكذلك: 
3 1 


ملتسي e‏ 
اا اا2 P2)‏ 


وما أن العدد |ر»| ثابت وبفرض أن « + |2| فإن 0 = ٤)z(‏ 8 
وبالتالي لكل 0< × يوجد 0< ۸ بحيث إن: 


(1-9 .... f(2| 5K 
.|z| < 2 بحيث‎ z لکل‎ 
وبماأن |(۴)2| دالة حقيقية القيمة وهي متصلة على القرص‎ 
فإنه يوجد × بحيث أن‎ |2| >R 


))5- 9 .... [©)؛|‎ > Mm, إء|‎ 5R 


ومن )٤١ - ٤(و )٤١ - ٤(‏ نستنتج أن الدالة ٤‏ محدودة القيمة على كل 
المستوي المركب وبالتالي فإن نظرية ليوفيل تؤكد أن (4)2 دالة ثابتة القيمة 
ومنها فإن كثيرة الحدود (27)2 ثابتة القيمة وهذا تناقض لأن كثيرة الحدود 
ليست ثابتة القيمة. 

النتيجة الأخرى المامة من نتائج نظرية كوشي قانون القيمة الععظمى لقدار 
الدالة الذي يجيب على السؤال اين تحدث القيمة العظمى للدالة |(2)؟] إن 
وجدت . 


نظرية ۱۸ : 
نفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية على المجال 0 إذا كانت الدالة ۴ ليست ثابتة 
القيمة على 0 فإنه لا يوجد قيمة عظمى للدالة |(2) | في المجال 2. أي 
أنه لا يوجد س في 2 تحقق الشرط: 
| س | > |2 | لكل z‏ فيط .... 5 -48) 


نف 


الرهان: 
بالاستفادة من تمرين ” فرع أ من البند السابق نستنتج أن 
2r‏ 
Jy f(w + re) dt‏ ي = f(w)‏ 
وهذا يفيد بأن قيمة الدالة ۴ على مركز الدائرة 
<R.‏ > 2,0 ع C:z=w+Re", 0<t‏ 


ل ا 


fF [fw + re| at‏ 3 > |(م)| 
فإذا فرض أنه يوجد للدالة قيمة عظمى عند ٠‏ مثلاً فإن: 
, [5) | > |2( 
لكل 2 تحقق 2 > ۲= |« - 2| وبالتالي ينتج : 
at < [tw‏ رضم + [few‏ ”7 علي 
ومن هذه المتباينات ينتج أن: 
ff” [fw + re™)| at‏ لي = ltcw|‏ 
وبلغة أخرى فإن: 
Jo (lw + rel - [scw)l] at =‏ 
لكل +:2 > + > 0 وبالتالي فإن: 


fw) س‎ |f(w + re")| 


لكل ] و + بحيث إن 25 > ) > R,0‏ :> , > 0 


{¥ 


وبالعودة إلى المتغير 2 فإن: |f(w)|‏ = |)ها 
لكل z‏ تحقق ۸ > |« - 2| > 0. 

وهذا يفيدنا بأن مقدار الدالة 4 وهو |(4)2|] مقدار ثابت على المجال 
© > |س  -‏ | > 0 ويا أن الدالة ‏ تحليلية على هذا المجال فإنها تكون ثابتة 
أي أن (1)2 ثابتة القيمة لكل 2 تحقق 1 > | س - 2 | >> 0 وهذا يناقفض 
الفرض بأن ٤]‏ ليست ثابتة القيمة وبالتالي فإنه لا يوجد # في 2 بحيث إن 
|(«)۴| قيمة عظمى للدالة |(1)2|. 

ويمكن أن يكتب قانون القيمة العظمى لمقدار الدالة بالصيغة التالية : 


نظرية 19: 

نفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية وليست ثابتة القيمة على المجال 2 فإذا كان 
الكانتور © يمثل حدود المجال 1 وكانت 8 ترمز للمنطقة التي تتكون من المجال 
5 وحدوده © وإذا كانت الدالة ۴ متصلة على المنطقة المغلقة 8 فإن |(ع)۴| 
الكانتور © بحيث إن : ش 
٠‏ )4 | > |©)4| .... © -::) 
لكل 2 في 8. 
الرهان: 


بما أن الدالة ۴ تحليلية وليست ثابتة القيمة على المجال 5 فإن النظرية السابقة 
تؤكد أن الدالة |(5)2| لا تأخذ قيمة عظمى على أية نقطة من نقاط المجال 
5. وما أن |(4)2| متصلة على المنطقة المغلقة 8 فإن التفاضل والتكامل يؤكد 
أنه يوجد قيمة عظمى للدالة |(5)2]) على إحدى نقاط المنطقة المغلقة 8 
وبالتالي فلا بد أن تكون هذه النقطة واقعة على حدود المجال (1 وهو الكانتور © 
أي يوجد نقطة » على © بحيث إن: [f(w)|‏ > إجمنا 


لكل نقطة 2 في 8. 


:٠١ مثال‎ 


بفرض أن 2 هذه = (4)2 جد القيمة العظمى للدالة |(۴)2| في المنطقة 
المغلقة : 
51 


B = )2:0 > 26.2 > 2 ,0 > .د1‎ 2 > 1( 


الحل: 
بما أن الدالة 2 هزه تحليلية وليست ثابتة فإن |2 5158| لا تأخذ قيمة 
عظمى على النقاط الداخلية للمنطقة 8 ولكنها تأخذ قيمتها العظمى على إحدى 
النقاط الحدودية للمنطقة 8 وها أن: 
|sin 2) = sin x + sinh y‏ 
فإن 
2 2 2 : 
1 طوم = 1 |sin 2| >> 1 + sinh‏ 


وبالتالي فإن | |sin‏ تأخحذ قيمتها العظمى عند ذ+ 2 وهى 


„cosh 1 


2 


4 - ٤ تمارين‎ 


نفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية على جميع الأعداد المركبة بحيث يوجد عدد 
حقيقي موجب 176 يحقق الشرط Re. 1)2( > M‏ لکل .z‏ برهن أن f‏ 
ثابتة القيمة. 
اقتراح : طبق نظرية ليوفيل على الدالة #اع = (2)ع. 
الشرط 1- = ٤)0(‏ وأن 1 > |(۴)2| لكل 2 في 2. 
نفرض أن ٤]‏ دالة تحليلية على المجال 1 المحدود بالكانتور المغلق البسيط © 
ومحمق : 

|f(z) - 2| > 1‏ 
لكل 2 تقع على الكانتور ©. برهن أنه لا يوجد عدد مركب ۷ بحيث إن 
.f(w) = 0‏ 
بين أن أي كثيرة حدود ,۲ من الدرجة ١‏ يمكن أن تكتب على الصيغة 


P,(2) = a, )2 - w) (Z - w,) ... )2 - w,) 
حيث إن ,۷ ,... ور ورس تمشل الجذور (المركبة) لكثيرة الحدود‎ 
(مع تکرار الجذور).‎ 5,)2( 
معرفة على المجال‎ ])z( = هz‎ + 8 إذا كانت‎ 
D = {z: |z| <1} 
بين أنه يوجد قيمة عظمى للدالة |(۴)2| وهي‎ 


max |f(z)| = lal + |8| 


€٦ 


وإن هذه القيمة تحدث عند "م - ا على الكانتور 1= |2| : © 
حيث إن : 
arg o ¬ arg B‏ = ,0 
برهن قانون القيمة الصغرى لمقدار الدالة |(ع)۴| بإثبات أن |(ء)۴| 
ليس لها قيمة صغرى على المجال 2 إذا كانت تحليلية وليست ثابتة وأن. 
القيمة الصغرى تحدث عند إحدى النقاط الحدودية للمجال 2. 
قتراح : طبق القانون على الدالة : 
1 
f)‏ + (2)ع 
جد القيمة العظمى للدالة 2 ءه» = ۴)z(‏ على المنطقة المغلقة 
(2 > 2 .سآ > 0, 35 > 26.2 > 2:0) R=‏ 
اقتراح : استعن بالمثال .7١‏ 
إذا كانت الدالة ؛ كلية وتحقق الشرط 1< |(1)2| لكل عدد مركب 2. 
برهن أن ٤)2(‏ ثابتة القيمة. 
بفرض أن الدالة ۴ كلية وتحقق المتباينة |2| > |(۴)2| لكل الأعداد 
المركبة 2 (حيث ‏ عدد حقيقي موجب ثابت) برهن أن 0 = 2) 


لكل 2 وأن 


f(z) = az +8 


٠‏ - بفرض أن الدالة ۴ تحليلية عل المجال 3:12 >|2| وأن 


5 > |(۴)2| لكل تقع على الدائرة 1 - |2-1] جد حداً أعل 
للمقدارين 


lf") 8‏ , |(0سم| 


-١‏ بفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية وليست ثابتة القيمة على المجال 1 المحدود 


بالكانتور البسيط المغلق © برهن أنه إذا كانت |(۴)2| ثابتة القيمة على 
الكانتور © فإنه يوجد على الأقل عدد واحد س في 2 يحقق 0 = (س)؟. 


{¥ 


4 - 6 تطبيقات 


يمكن أن نحصل على نتيجة مشابهة لقانون القيمة العظمى (أو الصغرى) 
لقدار الدالة التوافقية اعتاداً على قانون القيمة العظمى لمقدار الدالة المركبة. 


نظرية :٠١‏ 
نفرض أن (ا ,»)س دالة توافقية على مجال مترابط ترابطاً بسيطاً © فإذا 
كانت (لا,*)نا ليست ثابتة القيمة على 2 فإن هلا يوجد نقطة 

زولا Ww = (xy‏ في 5 تحقق : 


لز 0509 3 |(لا 010 
لكل (لا ,×) في 5 . 
وإذا كانت الدالة التوافقية نا متصلة على المجال 1 والنقاط الحدودية له فإنها 
تأخذ قيمتها العظمى عند إحدى النقاط الحدودية أي يوجد نقطة حدودية 
= (رلا ,م) للمجال 0 تحقق : 


للا 050 3 |( 03 0-2(...6) 

الرهان: 
بما أن (ر ,×)س توافقية على المجال 2 فإنه يوجد لما مرافق توافقي أي 
يوجد دالة توافقية (ر ,×)۷ بحيث إن الدالة 7 + =u‏ (5)2 تحليلية على 


المجال وبالتالي فإن الدالة: 


ام لام = (2)كم ت (2)ع 


تحليلية على المجال 1 وبتطبيق قانون القيمة العظمى للدوال المركبة ولكون 
الدالة |(8)2| ليست ثابتة القيمة فإنها لا تأخذ قيمتها العظمى عند أي من 
نقاط المجال 0 ولكنها (وبما أنها متصلة على المجال 2 وعلى النقاط الحدودية لهذا 


€۸ 


المجال) تأخذ قيمتها العظمى عند إحدى النقاط الحدودية وبملاحظة أن: 
|e" e™| = e”‏ = |(#ه)ع| .... © -5:) 


فإن “6 لا تأخذ قيمتها العظمى عند أي من نقاط المجال (1 ولكنها تأخذ قيمتها 
العظمى عند إحدى النقاط الحدودية وبما أن الدالة الأسية الحقيقية متزايدة 
القيمة فإنه لا يوجد نقطة (ملا ,,*) = 8 في (1 تحقق : 

y)| > lu(xo, yo‏ ,كمسا 
لكل (ر,×) في ط. 
بل يوجد إحدى النقاط الحدودية ((لا,.*) = س تحقق ذلك الشرط. . . 
وهذا ينبي اثبات النظرية . 





نظرية "١‏ : 
نفرض أن (لإا,*)نا دالة توافقية على مجال 2 يحتوي القسرص 
8 > |2ا. فإن 
u(Re™) 0‏ م اولع 5 
س = (أعن)ن .... )۷-6 
١ ١ 27 / 82 + r - 2rR cos 0-80‏ 
الرهان: 


نفرض (لإ,*)7 تمثل المرافق التوافقي للدالة (لإ,*)ن على المجال 5 
وبالتالي فإن الدالة 1 + د - (80 تحليلية عل 8. ويتطبيق نظرية كوشي 
للتكامل نستنتج أن : ١‏ 

1 


f(s) 
f(z) = ere ds, |z| <R 


حيث ٤‏ يشل الدائرة 8 = || بالاتجاه الموجب. فإذا ثبتنا مؤقتاً 


4۹4 


2:2 > || فإن 7ء۶ ۸R‏ لكل 2:5 = | وبالتالي فإن الدالة: 


21 
كم دمي 
R -2 :‏ 
تحليلية على المجال 1 (وبشكل خاص على ) وبالتالي يكون: 
8 (1)5 2 0 
اك 7 f‏ - نه يل 0.6..(#-8:) 


ومن المعادلتين )٤۸ - ٤(و )٤۷ - ٤(‏ نستنتج أن: 











1 1 2 
1)2( = 1 ( + ب‎ | ds 
2 ri | و‎ - 2 11-2 
و‎ = Re 3 Cp وبجمع الكسرين والتعويض بالمعادلة الوسيطية للكانتور‎ 
: ينتج أن‎ 
1 2 _ 2 i 
بلك ا للب ا‎ Re” dê 
2ri n (Re™ — z) (R ~ 2 Re®™) 
_ RR - [zl f(Re"™) 0 
25 °, (Re“ - z) (Re ® -2 
0 22- 7 (#ع)ن‎ + iv(Re®™) 
27 °“, (Re®“ - z) (Re®* - 2 
ومن ذلك ينتج أن:‎ 
82 2 5 
u(z) = Re f(z) = اه __ سكن‎ 
2 > |Re - 7ع‎ 





وا أن 12 > |2| فإن ۲ -2 حيث ‏ عدد حقیقی موجب 12> > 0 
وبالتالي فإن: 
u(Re®™)‏ `° 82 


u(re“)= 
2r °C |Re®“ - rei]? 


و" 


وبإيجاد مقام كسر المكامل 
(R cos 6 - r cos 02 + (R sin 0 - r sin 0‏ م اوم — Re‏ 
R2 + r — 2rR cos 0 - 80‏ = 
وبذلك فإن: 


22-2 1 u(Re®™) 


d0‏ ج ا س 
C R +r —2rR cos (0 — 0‏ 23 


u(re“) = 


وهذا ينهي إثبات النظرية . 

هذه النتيجة يمكن أن تفسر بأن الدالة التوافقية التي تكون متصلة على مجال 
2 والكانتور م© الذي يمثل النقاط الحدودية لهذا المجال يمكن أن توجد قيمتها 
في داخل هذا المجال بمعرفة قيمتها على الكانتور م© وهذا يمثل حل لحالة خاصة 


:١ تمرين‎ 


إذا كانت (لإ,*)رنا ,(لا ,“)رن دالتين توافقيتين ومتصلتين على المجال 
المحدود 7 ومتصلتين على النقاط الحدودية لهذا المجال بحيث إن 
(لا ,)ينا = (ر ,“)رن لكل نقطة حدودية (لا,) للمجال [. برهن أن 
(ر ,)رن = (ر ,*«)رت لكل نقطة (لآ ,*) في المجال (1. 


اقتراح : طبق نظرية ٠١‏ على الدالة التوافقية رلا - u,‏ = نا 
تمرين ۲ : 
إذا كانت الدالة ۷ تمثل المرافق التوافقى للدالة التوافقية نا على المجال 0 ' 


فبرهن أن جميع المشتقات الحزئية للدالتين نا و“ بالنسبة للمتغيرين لإ,ل*ا 
موجودة ومتصلة . 


اقتراح : استفد من الحقيقة أن نہ + ن =۴ تحليلية على 0 . 


Y۱ 


الفصل الغامس 


تمثيل الدوال التحليلية بالمتطملات 
SERIES REPRESENTATION‏ 
OF ANALYTIC FUNCTIONS‏ 





٠-٠‏ المتتاليات والمتسلسلات 
6" متسلسلات القوى 

٥۔۳‏ متسلسلات. تايلور وماكلورين 
0( متسلسلة لورانت 

هه الأصفار والأقطاب والنقاط المتفردة 


Yor 


الفصل الخامس 
تمثيل الدوال التطيلية بالمتساسلات 


Series Representation 
of Analytic Functions 


نتعرض ف هذا الفصل للمتتاليات والمتسلسللات التي تتكون حدودها من 
أعداد مركبة وبالخصوص تعريف كل من نهاية المتتالية ومجموع المتسلسلة ونجد 
علاقة بين هذه المتتاليات والمتسلسلات المركبة وتلك الحقيقة الى بحثت ف 
مواضيع التفاضل والتكامل والتحليل الحقيقي . ونعرض لبعض اختبارات 
ثم كيفية تمثيل الدوال التحليلية بالمنسلسلات ثم متسلسلات لورانت وما تحتاج 
إليه من معرفة النقاط المتفردة والاصفار والنقاط القطبية . 


ه  ١‏ المتاليات والمتسلسلات: 


بفرض ان (2) متتالية من الاعداد المركبة فإن متسلسلة الأعداد المركبة 


Ms 


هي .< F2, Fc F2,‏ 2 = مر 


n 


-. 


أما متتالية المجاميع الجزئية هذه المتسلسلة فهي (,5) حيث 


لل 
د 


S 
n 0 


| 


ويمكن تعريف نباية المتتالية ونهاية المتسلسلة في التعريف التالي : 


(oo 


:١ تعريف‎ 

نفرض أن ,2 عدد مركب فإن م2 نهاية المتالية (2) (وبالرموز 
lim 2,‏ = ,2) عندما تزداد 8 بدون توقف إذا تحقق الشرط التالي : 

(l-0).... n >N > |z, - 2| < » 

وعندما تسمى المتتالية (,2) تقاربية للعدد المركب م2. أما إذا لم يوجد عدد 
مركب مثل م2 يحقق (5 - )١‏ فإن المتتالية (,2) تكون تباعدية . 

وبالنسبة للمتسلسلة ,2 2 فإنها تكون تقاربية للعدد المركب 5 إذا كان 
lim S,‏ = 5 وعندئذ يسمى العدد المركب 5 مجموع المتسلسلة ويكتب 
بالصورة : 


tvs 


S = Z 


0 n 


n 


وإذا لم تكن المتسلسلة ,2 2 تقاربية فإنها تكون تباعدية وذلك عندما تكون 
n=‏ 


المتتالية (,5) تباعدية. 
التفاضل والتكامل. نذكر من هذه الاختبارات بعضها حيث يناسب ذلك. فيا 
يلى اختبارا المقارنة والنسبة بدون برهان. 
نظرية ١‏ (اختبار المقارنة) : 
إذا كانت المتسلسلة ,>1 2 وه 1 عاد قى ب رة 
- 1 
وكانت × > |2| لكل ١‏ بحيث ... ,2 ,1 ,0 = 8 فإن المتسلسلة المركبة 


2 ا 
" لخم ' 
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نظرية ۲ (اختبار النسبة) : 


إذا كانت (2) متتالية من الأعداد المركبة بحيث يوجد عدد حقيقي 





فإن : ۰ 
أ - المتسلسلة Z2‏ تقاربية إذا كانت 1>1_. 
ب - المتسلسلة Zz‏ تباعدية إذا كانت 1< 1. 
ج - الاختبار يفشل في اعطاء معلومات إذا كانت 1=1. 
مثال :١‏ ش 

e‏ 22 تقاربية إذا تحقق 1 > || وتباعدية إذا كان 

< |2| ثم جد مجموع المستلسلة إذا كانت تقاربية. 

الحل: 

بتطبيق اختبار المقارنة نستنتج أن: |z| = |re*| = r‏ 
ويما أن r‏ عدد حقيقي موجب فن ٣‏ 0 متسلسلة هندسية وتكون تقاربية 
عندما يكون 1 >7 وتباعدية عندما تكون ١<1‏ وبالتالي فإن المتسلسلة 
2 2 تقاربية إذا تحقق 1 > |2| وتباعدية إذا تحقق 1 <|2| لإيجاد مجموع 
هذه المتسلسلة نجد متتالية المجاميع الجزئية لها وهي : 

` S4 ر‎ 


k=0 


. وبالضرب بالعدد المركب 2 وطرح الناتج منها فإن: 
١‏ "7 ب 1 د 1-2 S‏ 


YoV 


وبالتالي فإن: 


1 تس 1 





S, = 
1-z 


(ونترك للقارىء إثبات أن 0= 2 سنا إذا تحقق الشرط 1 > |2| 





سن - لے = و lim‏ 8-8 > 
مومع 8 0= 
ومنها فإن: 
em , |2|> 1‏ 37 -( 
م وريه د اا فة وم نلعت درا ها 5 
O‏ 000 
متسلسلتين من الأعداد الحقيقية» وذلك بفرض أن ولا + ,×= ,2 
لنستنتج أن: 
آل + (ي© = (,2) .... (۳-٥(‏ 
.وتسمى المتتالية (,×) = R٠. )z,(‏ الجزء الحقيقي وكذلك المتتالية 
للا) = (ے2) .م1 الجرء التخيلٍ للمتتالية )z,(‏ وكذلك: 


CE +Û vy‏ ا S=‏ ع 


n=0 
زه الحقيقي والدسلسلة‎ Re.(È وتسمى المدسلسلة 2 - ليه‎ 
ْ .8 الجزء التخيلي للمتسلسلة‎ Im. (2Z z,) = 2v, 
النظرية التالية تربط بين تقارب التتالية (,2) وتقارب كلا المتتاليتين‎ 
. (Ya) (=) 


1۸ 


نظرية ۳: 


بفرض أن ۷ + رك تر رلا + ر× = 20 فإن: 


إذا وإذا فقط تحقق الشرطان: 
Yo‏ = ولا lim‏ رم = lim xX,‏ ....)0- 0( 
الرهان: 
بفرض أن : 0 
فإن التعريف ١‏ يؤكد أنه لكل 0<» يوجد × بحيث إن: 


n>N= |Z - إمه‎ > » 


وا أن 
»> أرة حمة| > ألية - |x, - xl = Re. e,‏ 
<< أمة - ,2| > |20 - lim. (z,‏ = إولا - ya‏ 
فإن: 
xo = lim xX, Yo = lim Y,‏ 
بالعكس إذا فرض أن : 
x= lim, XxX Yo = lim Ja‏ 
فبالتعريف ١‏ يكون: 


: بحيث إن‎ N, N, لكل 0 < ع يوجد‎ 
nı < ,آل‎ > |y, - أولا‎ > » / 2 
n > N, > |x, - xol > 2 
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وبفرض أن N = max. {N,, N}‏ فإن n>Nz>n>N,,n> N,‏ 
وعندئذ يكون << أولا - x, - xol + ly,‏ < أمة - lz,‏ 
وهذا ينهي اثبات النظرية .. 
النظرية التالية تربط بين تقارب المتسلسلة ,2 2 وتقارب كلا المتسلسلتين 
n=‏ 
DZ YZ x,‏ 
n=0 n=0‏ 
نظرية ٤‏ : 
٠.‏ 5 أن ٠.‏ = 5 . ك ۰ 
بفرض أن ملا x +i‏ 2 م 2 وان 1 + و - م فإن 


2 يه w=‏ إذا وإذا فقط تحقق الشرطان 


ولا يك کا بك = ....)0-( 
الرهان: 
بما أن : 
+t,‏ ره Da = Dx +I,‏ = 
فإن النظرية السابقة تؤكد أن w= Him W,‏ 
إذا وإذا فقط تحقق الشرطان : ty‏ هنا s= lim sy t=‏ 
مثال ۲: 


بين أن المتتالية التالية تقاربية ثم جد نهايتها 
2n+i(n +2)‏ _ 
n +1‏ 


۰ 


الحل: 


__ 2n . 2+2 . 
A” a+ ^" بما أن بج‎ 


. 2n n2 ull . POT 
نبحث عن نهاية كل من المتتاليتين  پچ و چ وا أن‎ 


2n _ 2+2 _ 
A 227 2 Reo 
lim, 2,52 +i . فإن:‎ 


مثال ۳: 
بين أن المتسلسلة التالية تباعدية : 
+i Vn‏ "1-) 32 5 5 


n +1‏ وعم " 0= . 
الحسل: 
با أن: . 5 
a0 00 + 7‏ 2 2 


فإن اختبار ليبنتز للمتسلسلة المترددة يوكد إن (-) 2 تقاربية وكذلك 
Ax‏ 
فإن اختبار المقارنة بين 
عمد م ا 
اجج بے د حي بے بن ن 
1/Vn _. aH‏ 
Val/(a+tl]) | 8“‏ سمه 


3S FS a : بالتالى فإن‎ 
2 ° a=0 8+ ا‎ 


Ms 


اما أن تكونا تقاربيتين معا أو تباعديتين معاً. وبما أن متسلسلة 
تباعدية (لماذا؟) فإن لكيه 


1 
na=1 Vn 5‏ 
2 تباعدية كذلك وعليه فإن: 
A=‏ 


o0 ©» -1(" .‏ 
J +i Vn‏ ( 22-2 
1 +5 2-0 0م 
متسلسلة تباعدية. 
النظرية التالية تفيدنا في اختبار التباعد للمتسلسلات . 
نظرية 6: 
أ - إذا كانت المتسلسلة ,2 2 تقاربية فإن: 
E 2, =0‏ 
ب- اختبار التباعد: إذا كان ۶0ر2 z=‏ سنا فإن المتسلسلة 
,2 ب2 تباعدية (ليست تقاربية). ١‏ 
n=‏ : 
الرهان: 
يتم بملاحظة أن : Za Sa 17 Sa-1‏ 
ونترك تفصيلاته تمريناً للقارىء. 
مثال ٤‏ : 
بين أن “(ذ-1) ب2 تباعدية. 
n=0‏ 
الحل: 
نفرض أن "1 - 1) = ,2 وبالاستفادة من الشكل القطبي للعدد 
ا مركب : 


۷ 


(1 - )ينه دور" "1/20 ) =2 
V2)" cos n0 + 1) V2)" sin nê‏ ) = 
وما أن كلا من المنتاليتين الحقيقيتين (20 هذه *(7/2 )) 
و (0 صذء"( ۷2 )) تباعدية فإن: 
0 ¥ 0ه lim ) V2)" cos‏ ,0 # 0ه lim, ( V2) sin‏ 
(في الواقع هذه النهايات غير موجودة وبالتالي كل منها لا يساوي صفراً) وهذا 
يفيدنا بأن: 
lim 2= lim (1 - i)" 0‏ 
وبتطبيق النظرية السابقة فإن "(1 - 1) تباعدية . 
مثال ه: 


)1 + 1“ 
n=0 2 


أ - جد مجموع المتسلسلة 


ب - بين ما إذا كانت المتسلسلة التالية تقاربية أو تباعدية؟ 





5 n! 
=0  ) + “(ن‎ 

الحل: 
في الفرع أ نلاحظ أن المتسلسلة ال 1( د 


ل 1 
هندسية وذلك بفرض أن (¡+1) ج z=‏ حيث 
1 : 1 
1> حي =+ 1ا ج - انا 


۹۳ 


وبالاستفادة من مثال ١‏ فإن: 


1 ك1 +Ù"‏ 1) ) 
:1+0 -1 1-2 "2 0ت 








2 


1-1 


)1+ 


أما الفرع (ب) فبالاستفادة من اختبار النسبة نستنتج أن: 








1+هم ‏ *8+2!)1+9) _ Z2‏ 
1+i‏ لم ***( + 1) 2 
وبالتالي فإن: 
ê Za+1 1 1 3 '‏ 
> = 
1< (1 +ه) يهنا ی | 4 هنا 


تاعدية 


هذا يون أن ا س د 
وهذا يؤكد أن م م تع 


ولإتمام الفائدة نورد بعض الشروط الضرورية والكافية لكون المتتالية أو 
المتسلسلة تقاربية . وهذه الشروط تسمى شروط كوشي ونذكرها بدون برهان . 


نظرية ": 
بفرض أن (,2) متتالية من الأعداد المركبة فإنها تكون تقاربية إذا وإذا فقط 
تحقق الشرط ظ 
لكل 0<» يوجد عدد حقيقي موجب × بحيث إن 
(V-0) .... nm>N =>|z, - z,| <<‏ 
أيّ متتالية تحقق الشرط (ه - ۷) تسمى متتالية كوشي . 


4 


نظرية ۷: 

بفرض أن ,2 2 متسلسلة من الأعداد المركبة فإنها تكون تقاربية إذا 
وإذا فقط تحقق الشرط 
لكل 0 < »> يوجد عدد حقيقي موجب × بحيث إن: 


(A-0) .... nm>N > |Z | 2| <<‏ 
أيّ متسلسلة تحقق الشرط (0 - ۸) تسمى متسلسلة كوشي 
وأخيراً نعرض لنوعين هامين من التقارب : 
تعريف ۲: 
يقال أن المتسلسلة Dz,‏ تقاربية تقارباً مطلقاً إذا كانت المتسلسلة 
yT > 1z,‏ 
اھا > اءه نا .. -( 


فإذا كانت المتسلسلة 22 تقاربية تقارباً مطلقاً فإن E‏ اة 
وبالتالي فإن نظرية ۷ تؤكد أن ا2 2 تحقق شرط كوشي. وبالاستفادة من 
)٩ - 5(‏ فإن ,2 5200 وبالتالي تكون تقاربية ويهذا 
نكون قد أثبتنا الحقيقة التالية : 
نظرية ۸: 

إذا كانت المتسلسلة 2 تقاربية تقارباً مطلقاً فإنها تكون تقاربية. 

إذا فرضنا ان عناصر المتتالية تتكون من دوال (2) ,4 بدلا من الأعداد 
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المركبة فإننا نحصل على متتالية الدوال (5) وكذلك على متسلسلة الدوال 
2 فعندئذ يوجد نوعان من التقارب الأول يعتمد على قيمة 2 ويسمى 


التقارب الموضعي والآخر التقارب المنتظم وسنورد تعريف كل منها فيما يلي : 
تعريف ۳: 
نفرض أن (6) متتالية من الدوال لما المجال المشترك (1. نقول إن المتتالية 
(,۴) تتقارب تقارباً موضعياً عند النقطة 2 في المجال 0 للدالة ٤‏ إذا تحقق 
الشرط : 
لكل 0 >€ يوجد عدد حقيقي موجب N‏ (يعتمد على © ,2) بحيث: 
[f (2) - f(2)| >»‏ < 11 دم ...)0- 0٠١‏ 
ونقول إن المتسلسلة f,‏ 2 تقاربية تقارباً موضعياً من الدالة ٤‏ إذا كانت 
ا - 
المتالية (5,)2 تقاربية تقارباً موضعياً من الدالة ۴ حيث إن 


وللتحقق من التقارب الموضعى للمتسلسلات الدالية نطبق أحد اختبارات 
التقارب المعروفة بعد تثبيت قيمة 2. 


تعريف 4 : 


نقول إن المتتالية (,6) تقاربية تقارباً منتظً على المجال المشترك 1 للدالة ؟ 
إذا تحقق الشرط التالي: لكل 0 < © يوجد عدد حقيقي موجب N‏ (يعتمد 
فقط على )٤‏ بحيث: 


n> N= f(2) - f(2)| > »‏ ....)0-\( 
لكل 2 في . ونقول كذلك إن المتسلسلة 2f‏ تقاربية تقارباً منتظاً على 


ذه 


المجال المشترك 8 إذا كانت المتتالية (,5) تقاربية تقارباً منتظا على 5. 
النظرية التالية تمثل اختباراً للتقارب المنتظم . 

نظرية 9: (اختبار فيرشتراس) : 

إذاكانت ,4 2 متسلسلة دوال وكانت )M,(‏ متتالية من الأعداد 
الحقيقية الموجبة بحيث إن ا تقاربية فإذا تحقق الشرط : 

,0,1,2 -هسىي8 > |©)؟| .... (ه- 5 


لكل 2 في المجال المشترك 2 فإن المتسلسلة ,4 2 تون قار ربا 
مثال :٦‏ 


نفرض أن الدالة 8 معرفة بالمساواة : 


"ع f(2)‏ 
أثبت ما يلي : 
أ - المتتالية (,5) تقاربية تقارباً موضعياً على كل نقطة في المستوي تحقق 
الشرط 1 > |2|. 


ب - المتتالية (,6) تقاربية تقارباً منتظياً على المجال 1 حيث إن: 
R <1}‏ > إن : 2) = D‏ 


ج التسلسلة f‏ 2 تقاربية تقارباً موضعياً عند كل 2 بحيث إن 
n=‏ 
1< إجا. 


د - المتسلسلة f,‏ 2 تقاربية تقارباً منتظاً على المجال 2 حيث: 
n=‏ 
D = {z: |z| <s R <1}‏ 


YY 


الحل: 
أ - نبت العدد المركب 2 الذي يحقق 1 > + = |2| وبالتالي فإن: 
e‏ =| 
ومن ذلك ينتج أن : n ln |z| < Ine‏ 
ويما أن 1> ا = || فإن |2|ه1 سالب وبالتالي فإن: 


In € 





n> 
In |z| 


فتكون قيمة × تحقق : 





In €‏ 1 
N=‏ 
In |z| 1‏ | 
لاحظ أن قيمة N‏ تعتمد على قيمة » وكذلك على قيمة 2 وهذا يثبت 
أن: 
(2)؟ f(2) = lim,‏ 
موضعياً لكل 2 تحقق الشرط 1 > |2| حيث إن 0= (4)2 لكل 2 
في ذلك المجال. 
ب  -‏ لاثبات التقارب المنتظم للمتتالية (,1) لاحظ أن 
ع > "م > |z"|‏ 
ومن ذلك د نستنتج أن : 
In €‏ 


in R 


In € 
0| InR ] 





وبفرض أن : 





A4 


فإن قيمة N‏ لا تعتمد على الموضع 7 وبالتالي فإن التقارب 
,5 نا =۴ منتظم على المجال 5: 
D = )2 : | > R <1}‏ 
بما أن المتسلسلة f‏ 2 هندسية فإن: 
n=‏ 


f 2 2" = 1) 


a=0 2 


حيث إن لح =( لكل 2 في المجال (1>|ء|:z)‏ = 8 
وبالبحث عن متتالية المجاميع الجزئية (,5) نجد أن: 


2 1 1-2 
سم سے باس اك 
1-2 2 -1 1-2 
وبالتالي نحصل على : 
“| 21 
r >»‏ > | تب | = |( -(6 ,| 
احا ! عا 


ومن ذلك ينتج أن: 
| خط | n ln |z| < In e + In‏ 
وبالتالي فإن : 
1-2 
| | ہا € In‏ 


in اا‎ In |z| 





وبفرض أن N‏ تأخذ القيمة 





Ine In |1 — z| 
ا‎ 
In |z| In |z| 


فإن × تعتمد على قيمة » وكذلك 2 فيكون التقارب موضعياً. 


4 


د إذافرض أن 1> ۸ > |2| فإن: 


1 zl RF 
|]5,)2( - 1)2(| = لس < الت‎ >> 
|1 - 2| 1-8 
وبالتالي فإن:‎ 
(n + 1( م1 > 1 صا‎ » + In (1 - R) 
ومن ذلك فإن:‎ 


_ حمطا ل mne‏ 
In R In R‏ 
وبفرض أن N‏ تأخذ القيمة 
In e In )1- R‏ 
ل  *‏ 
فإن N‏ تعتمد فقط على » وبالتالي يكون التقارب منتظاً على المجال: 


N= 


D = {2: <R <1) 
:۷ مثال‎ 


بين أن التقارب للمتسلسلات التالية منتظما. 


cos n |z| 
2 
n 


2 لكل عدد مركب 2. 


1م 


دج 28 


جک بے لكل 2 تحقق 4 > |2 





الحل : 
بتطبيق نظرية اختبار فيرشتراس نلاحظ أن: 


cos n |z| ا‎ 


۷۰ 


00 
COS N |Z 
تقاربية فإن 2۴ ج‎ 
= n n 


تقاربية تقارباً ن منتظً. 


وح 


1 1 
ا و 











E 2 

وللتحقق من أن ك ل تقاربية نستعين باختبار النسبة لنستنتج أن: 
n! 8‏ ا 

(n + 1)! 8 ّ 2+ 1 


وهذا يقترب من الصفر إذا اقتربت 2 من اللانهائية وبالتالي فإن : 





ك ل تقاربية وكذلك تكون كبك 20 تقاربية تقارباً منتظأ لكل 2 
n=‏ 2-2 


n 
n! n! 


تحقق 4 > |2|. 


الا 


تمارين ه ١‏ 


١‏ أ - برهن أنه إذا وجدت نباية المتتالية فإنها تكون واحدة ووحيدة. 


ب - برهن أنه إذا كانت ,2 >2 > 5 


S = 


Ms 


فإن ,2 


0 


n 
كذلك فإن:‎ ٠= ج۔ إذا كانت ,س ب2‎ 
n= 
S+T= ب2‎ (7 + 
n=0 2 


جد ما إذا كانت المتتاليات التالية تقاربية أم لا ثم جد نهايتها إذا كانت 


تقاربية 
2 
j" - |‏ ل +1( lim‏ بايا كم عن 
moo non‏ 
n‏ 

ألم هال م ~1( 1- (n‏ . 
قا و ا lim ET 5 5 lim‏ 
n D5—+00 2‏ 0 ج 


بين ما إذا كانت المتسلسلات التالية تقاربية أم لا ثم جد مجموعها إذا 
كانت مقارية 


ا ل ا ع ا 
n=0 n!‏ [ + م2 n=0‏ 

o0 2 

ي د - ل 3 
+i)"‏ 1) لحم و2 ) محم 


نفف 


٤‏ - بين لماذا تكون المتسلسلة 


وح 


ىدي 1 
) 


5 
1 
س 


تباعدية . ماذا نقول حول المتسلسلة التالية ولماذا؟ 


( ا 


ه- بتطبيق اختبار فيراث شتراس بين أن المتسلسلات التالية تقار بية تقا رباً منتظاً 





3s 








O0 2‏ 
1 ل س 2 ,18> إن 
n=1 n‏ 
د ك < ,2= |2 
n=0 n! 3‏ 
ل 8 كل ٥0ء‏ 
کے 0 
a=0 |z| + n‏ 
sin n ||‏ ¢ 
ا ی عد 1 
5 کک ولكل د مركب 2 
5 برهن نظرية 4 بالاستفادة من اختبار المقارنة وشرط كوشي لتقارب 
المتسلسللات. 


۷- إبحث في العلاقة بين التقارب المنتظم والتقارب الموضعي (بين أنه إذا 
كانت متسلسلة (متتالية) تتقارب تقارباً منتظ)ً فإنها تكون تقاربية تقارباً 


۸ - إبحث في العلاقة بين التقارب المنتظم والتقارب المطلق. بين ليس هناك 
علاقة ما كا يلي : 


n+1 


1 
أ - بين أن ا > 
م تير n=1‏ 

تتقارب تقارباً منتظراً ولكنها لا تتقارب تقارباً مطلقاً (حيث × متغي 


حقيقي ) 


YY 


2 
قم 


»× +1) ° 
تتقارب تقارباً مطلقاً للدالة ”× + 1= («×)۴ وفي الفترة 
1 »> » > 0 ولکنہا لا تتقارب تقارباً منتظماً. 


t4s 


ب - بين أن المتسلسلة 


n 


- بين أن المتتالية 
112 





f(z) > + ے‎ ;Nhn=1,2, 


n +1‏ 
تتقارب تقارباً منتظ)ً للدالة 2 = (۴)2 على المجال 
D = {z: |z| < R}‏ 
-٠‏ إذا كانت المتتالية (,2) تحقق الشرط 
:| 4 > | 2 - ,2| 


“z2 |,n =0,1,2,... 


2+1 


برهن أن (2): تحقق شرط كوشي وبالتالي تكون تقاربية. 


ذنمف 


ه ۲ متسلسلات القوى: Power Series‏ 


تبين لنا من الممال 5 أن المتسلسلة 2 لها خصائص هامة مثل أنها 


تقاربية عند كل 2 تحقق 1> |2| بل انها تقاربية تقارباً منتظياً على كل محال 
« حيث إن (2>1 > 1z: |z|‏ -2 وعند ذلك يكون مجموع هذه 
المتسلسلة هو الدالة 


1 
2= Ty 


n 
Z2 = 


وح 


أي أن عط 
a=0 2‏ 


لكل z‏ تحقق 1> |2|. 
هذه المتسلسلة تسمى متسلسلة قوى وبشكل عام فإن المتسلسلة 
e )2 - 2"‏ 2 ...(ه-*) 
نسمی متسلسلة قوی حيث إن (a)‏ متتالية من الاعداد المركبة. والسؤال 
الذي يفرض نفسه هنا هو ما هي خصائص هذه المتسلسلة من حيث كونها 
تقاربية أم لا وإمكانية تمثيلها بدالة ما على مجال معين. 
النظرية التالية تبين الخصائص التقاربية لمتسلسلة القوى (ه  .)١7‏ 


لأي متسلسلة قوى "2 - 6) a‏ 2 
a=‏ 

يوجد عدد حقيقي 0< ۸ بحيث إن 
أ المتسلسلة تقاربية لكل 2 تحقق : |z - z| > R‏ 
ب - المتسلسلة تباعدية لكل 2 تحقق R‏ > إمه - | 


Ye 


يسمى العدد الحقيقي ۸ نصف قطر التقارب ويسمى القرص الذي مركزه 
2 ونصف قطره ۸ جال التقارب. وإذا كان 0 = ۸ فإن المتسلسلة تقاربية 
فقط عندما تكون س2 z=‏ وإذا كان ©* ج-2 فإن المتسلسلة تقاربية لكل 
الأعداد المركبة 2. أما الحالات عندما تكون 2 على محيط الدائرة 
8 = |2 - | فإنها تعالج على انفراد باستخدام اختبارات التقارب. ويمكن 


إيجاد نصف قطر التقارب بإحدى الطرق التالية: 
أ لله =۸ حيثإن 


L= fim 


Nex 





إن وجدت النهاية . 


ام »| 3 دنا =1 . 
N4‏ 


L = lim supV [o] 
وهذه النهاية موجودة دائاً.‎ 


الرهان: 


(t=)... 


(o0)... 


)١5-0( .... 


نثبت الفرع (أ) ونترك إثبات الفرعين الآخرين تمريناً للقارىء. ولذلك 
نفرض أن z‏ تحقق ۸ > > |,2 - 2| وبالتالي فإن النسبة بين أي حدين 


متتاليين هي : 


n+} 





| +1 


م0 


1 


ام - || 


1۷٦ 


“+1 (z )م2‎ 


(Z - 2)"‏ يه 


وبإيجاد النهاية للطرفين نجد أن: 





« 2-2( 0 
ددا 1 لمات الح اح مه lim‏ 
a,‏ و م2 ¬ 2) يمه 2 

أمه - | نآ = 

وبتطبيق اختبار النسبة نستنتج أن المتسلسلة تقاربية إذا تحقق الشرط 

1 > |م2 - ]| سآ 
ومن ذلك فإن: 

1 > إمه - | 


وبفرض أن 1۶0 نرمز بالرمز ۸ للعدد ل لنجد أن المتسلسلة تكون 
تقاربية إذا كانت: 











|z - م2‎ <R 
:۸ مثال‎ 
جد نصف قطر التقارب للمتسلسلة‎ 
oo 2 (2 i)" 
2 
0-20 n! 
بايجاد النسبة‎ 
ا ظ يك ظ‎ 
3 (n + 1(! 2" 
_ 2 
2+ [1 
2 
lim t1 | = lim = 
مع‎ a mw" n+1 





وبالتايي فإن هذه المتسلسلة تقاربية لجميع قيم 2 التي تحقق 


6 = 1 دع > [ز- مإ 


أي جميع الاعداد المركبة . 
مثال ٠:٩‏ 
جد نصف قطر التقارب للمتسلسلة : 
n" (z + i)"‏ ), 


k= n! 


ى 


الحل: 





بإيجاد النسبة 
(n +1)" . n!‏ م 2 ظ 
(n + 1)! n"‏ 3 
"لل += 1+ n‏ | = 
n‏ 


وبايجاد العباية : 





مط 1 E‏ : 
ل ا 


نستنتج أن المتسلسلة تقاربية لجميع قيم 2 التي تحقق : 
=e‏ 2 > [ز + م| 
النظرية التالية تعتبر تعمياً لمثال 5. 
نظرية ١١‏ : 
نفرض أن ۸ نصف قطر التقارب للمتسلسلة 


2 يه‎ (2 - A 


a=0 


YA 


فإنه يوجد دالة (4)2 بحيث إن: 


أ - التسلسلة "ل2 - 2) ره ا تتقارب موضعياً للدالة ؛ أي أن: 


"2 - 2) مه 2 = ()؟ (\V-0)....‏ 
لكل 2 تحقق 2 > | - :|. 
ب - يكون التقارب منتظاً على المجال 
R‏ < > |2 - دإ (\A-0)....‏ 
ج - اللمتسلسلة تباعدية على المجال 
|z - zı| > R‏ 
الرهان: 
أ با أنه لكل 2 تحقق ۸ > |م2 - 2| فإن 
2 - 2) »2 
تقاربية . نعرف الدالة ۴ بالمساواة 
لم - 2) » 2= (1)2 
نترك للقارىء إثبات أن هذا التقارب تقارب موضعي . 
ب ۔ بما أن ۸ نصف قطر التقارب فإن ‏ =1 تحقق 
L = lim, Vey]‏ 


وهذا يكاىء لكل 0 >€ يوجد × تحقق 
n>N=>|[L -V len) | > >‏ 


L-e<Vlag] > بآ‎ + > 


۹4 


وبفرض أن 2 > > | -2| فإن 1 -.85 > ۲1 وبالتالي فإن: 
L(R + r) = rL + RL <2‏ 
وبفرض أن : 
2-L(R +r)‏ 1 
ارم حك 
(R+r)‏ 


يوجد × بحيث إن: 


> + بآ > 0 17<-281 <ه 
2-L(R +r)‏ 
2(R + r)‏ 
L(R + +2‏ 
سس سد > 














R+r 
2 
(R +r) 
1 : ومن ذلك ينتج أن‎ 
امها‎ > | 2 n>N 
: وهذا يبين لنا أن‎ 
بشي ]> ام‎ ) [۷ 
> le, e-2" | > وهذا يبين أن: |( ب‎ 


وبهاأن 8>+ فإن 1> سج وبالتالي فإنالمتسلسلة 
| مج ) < تقاريية. ويتطبيق نظرية فيرشتراس فإن امتسلسلة 
")2 - 2( 0 تقاربية تقارباً منتظ)ً على المجال ۸ > ۲ > |2 - 2|. 
وهذا ينهي إثبات النظرية 


امنا 


النظرية التالية تبين أن تقارب متسلسلات القوى يتحدد بتقارب المتسلسلة 
وا عند نقطة واحدة. 


نظرية ١١‏ : 
نفرض أن المتسلسلة "2 - 2).,» له تقاربية عند النقطة 


م2 كد س = 2 فإنها تكون تقاربية لجميع قيم = التي تحقق : 


| - إل‎ <R 


حيث إن 
امه - R = jw‏ 
الرهان: 
بما أن المتسلسلة 


“ل - 0 e,‏ 2 
تقاربية فإن فرع (أ) من نظرية 0 يؤكد أن: 
lim o, (w - 2)" = 0‏ 
وهذا يفيد بأنه لكل 0 < » يوجد عدد حقيقي موجب N‏ يحقق : 
e‏ > |"لمه - N => |e, (w‏ < م 
وباعطاء » القيمة 1 فإنه يوجد × بحيث إن : 
(w - z,)"| > 1‏ يواج n>N‏ 
فإذا فرضنا أن × تحقق : 
ا ea‏ 


A4 


فإن: ,... و2 و1 ,0 = la, (w - 2)" |< K,n‏ 
ويبملاحظة أن : 


n 


"أمة - ۷ا ہا 5 = |20 (z¬‏ ,| » 





Zz ¬ مت‎ 
W ~ 2 





ومعرفة ١‏ حقيقة 





م2 -2 
الود مه سكم 
W — 2 R‏ 
فإن: Kf‏ بش > ")2 - 6 la,‏ 2 
وبما أن المتسلسلة في الطرف الأيمن هندسية وتقاربية فإن اختبار المقارنة يؤكد أن 
المتسلسلة: 
۳ے ر 
e 20)‏ 


تقاربية كذلك لكل 2 تحقق sr < R‏ | - هأ حيث إن امه - .R = |w‏ 
وهذا ينهي إثبات النظرية. 

لاحظ أن التقارب على (8 < sr‏ ره - :| :2) = D‏ منتظم . 

إن التقارب المنتظم يعطي المتسلسلة خصائص هامة ومفيدة. 

النظريات التالية تبينْ أن المتسلسلة التي تكون تقاربية تقارباً منقظاً تكون 
قابلة للاشتقاق وقابلة للتكامل كذلك . 
نظرية :3١1‏ 


نفرض أن المتتالية ((5) تتكون من دوال متصلة على المجال المشترك 5 
وأنها تتقارب تقارباً منتظيأ للدالة ۴ على المجال 0 فإذا كان © كانتوراً يقع في 
المجال 12 فإن: 


عه رگ يسنا = e‏ 2 .... )04-0( 


YAY 


الرهان: 


إن التمرين ٦‏ من تمارين ه ‏ ۲ يؤكد أن ٤‏ متصلة على المجال 2 وبا أن 
التقارب منتظم فإنه لكل 0<ءع يوجد عدد حقيقى موجب N‏ يحقق : 


[/ء > |(2)؟ - n> N > jf(z)‏ 
حيث إن 1 يمثل طول الكانتور 0©. وبالتالي فإن: 
إا |2 ,£ - 6| f‏ > اع 2 ل - 2ه إلا 


€ ا-‎ 
< 3 ‘L=e,n>N. 


نظرية ٠٤‏ : 
نفرض أن متتالية الدوال (,5) تتقارب تقارباً منتظياً للدالة ۴ على المجال 
المشترك 2 فإذا كانت ,5 تحليلية على المجال المترابط ترابطاً بسيطاً 8 فإن ؟ 

تحليلية على 2. 
المرهان: 
التمرين (5) من تمارين ه ۲ يؤكد أن ؟ متصلة على المجال 2 ويا أن 
التقارب منتظم فإن النظرية السابقة تؤكد أن: 
f(2) dz = lim, f(2) dz‏ 
لكل كانتور مغلق وبسيط في 28 وبما أن ٤,‏ تحليلية على 0 فإن0 = عل (2),؟ [ لكل 


كانتور مغلق وبسيط €» ...,2 ,0,1 = 2 ومن ذلك فإن 0 = عه 12 ل 
لكل كانتور مغلق وبسيط © في (1 وبتطبيق نظرية موريرا فإن ٤‏ تحليلية على (1. 


YAY 


: ٠١ نتيجة‎ 
o 


المتسلسلة "ره ~2( مه 2 = 8)2 تحليلية على كل نقطة في مجال 


)٠6١-ه(....‎ 502 - RE 
الرهمان:‎ 
على متتالية المجاميع الحزئية علا بأن متسلسلة القوى تقاربية‎ ١4 طبق نظرية‎ 


: ۱١ نتيحة‎ 


o0 


5)2( = 2 المتسلسلة "20 - 2) يه‎ 
قابلة للتكامل في محال تقاريها وان:‎ 
5 o0 5 2+1 5 o0 n+1 
0 Sat = > a 2 <1 E 
0-0 1+م‎ lo a0 n +1 


الرهان: 
طبق نظرية ١‏ على متتالية المجاميع الجزئية . 
هذه الخصائص الحيدة لمتسلسلات القوى تفرض السؤال التاليء بما أن 


متسلسلة القوى تمثل دالة مركبة على مجال ما هو مجال التقارب فهل يمكن تمثيل 
أية دالة (1)2 على صيغة متسلسلة قوى على مجال ما؟ 


الأمثلة التالية تعطى اجابة جزئية لهذا السؤال. 





مثال :٠١‏ 
: 1 
جد تمثيلا بمتسلسلة قوى للدالة: 2 = )2 


ج +1 


لف 


الحل: 
بالاستفادة من المتسلسلة الهندسية: 


1 
=2 , <1 
n=0 





1-14 
فإن التعويض بالقيمة 7 بدلا من ا يعطي التمثيل المطلوب : 
ر "1-( 2 - ) 7 5 1 


1+7” =0 





حيث تكون هذه المتسلسلة تقاربية في المجال 1 > |2| أوأن 1> |2|. 
مثال ۱١‏ : 


جد تمثيل بمتسلسلة قوى للدالة : 





= (1)2 
الحل: 
- 1 

بإيجاد المشتقة للدالة EY‏ فإن 
EE E‏ كك 4 
dr | 1-t (1 - 3‏ 

وهذا يفيدنا بأن تمثيل الدالة ٤‏ بمتسلسلة قوى يتم بإيجاد المشتقة للمتسلسلة 

106 
المندسية 7-7 كما يلي: 








2 6 0 ٍ 


- ف‎ | - nz 


n=0 n=1 


وكذلك فإن حال التقارب هذه المتسلسلة هو 1< اا . 


Ae 


. مثال؟١:'‏ 
جد تثيلا بمتسلسلة قوى للدالة : 
ظ )2 + 1( f(z) = Log‏ 
الحل: 
بملاحظة أن: 
z= 1‏ 


Log z= و[‎ IE dt 





حيث إن (2 + 1) ع10 أحد فروع الدالة (2 +1)ع10 الذي يكون 
تحليلياً على جال يحتوي النقطتين 2 ,0 وبالتالي فإن 
1 


Log (1 + (ج‎ = f E. dt 


=f > Cat 


© 


1ر ")1-( 3 


1[ +02 عد 


وأن جال تقاريها 1 > |2|. 


1۸٦ 


(Taylor and Maclaurin) متسلسلات تايلور وماكلورين:‎ ۳۔٥‎ 


نلاحظ في البند السابق أننا وظفنا في الأمثلة معرفتنا للمتسلسلة ال هندسية 
وخصائص قابلية التكامل وقابلية الاشتقاق لمتسلسلات القوى. ولكن كيف 
يمكن تمثيل دالة أخرى لا يصلح معها الأسلوب المتبع في هذه الأمثلة. وما هي 
الشروط التي تضمن إمكانية تمثيل الدالة بمتسلسلة قوى. هذا ما تجيب عليه 


النظريات التي تتبع التعريف التالي : 


تعريف ٩‏ : 
نفرض أن الدالة 4 تحليلية على النقطة 20 فإن المتسلسلة 


(۲۱-۰٥) .... نل2)؟‎ + ۴) )2- 2 + 


(z - 2“ + ... + 2 (z - 20" + ...‏ لفك 
n!‏ !2 
k‏ (2) 2 ک 

My ل‎ 


تسمى متسلسلة تايلور للدالة ٤‏ حول النقطة م2. وإذا كانت 0= ,2 فإن 
المتسلسلة تعرف بأنها متسلسلة ماكلورين للدالة .٤‏ النظرية التالية تسمى نظرية 
تايلور (Taylor Theorem)‏ . ش 


نظرية ۱۷ : 


بفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية على مجال يحتوي القرص ۸۴ > |م2 - |z‏ فإن 
متسلسلة تايلور (ه - )۲١‏ للدالة ٤‏ حول النقطة م2 تتقارب موضعياً للدالة ؛ في 
القرص 2 > إم2-2| ويكون التقارب منتظياً على 8 >> zl‏ - 2|. 


YAY 


الرهان: 


باللاستفادة من تمرين ۷ من تمارين ١‏ ۔ ۲ فإن: 








ويمكن توظيف هذه المساواة للحصول على ما يلي : 


E EE 
هدو‎ 8 E 





(z/ "و‎ 
1- )2/95( 


١ 
مي‎ | 


+ )2 )+... بالغ )+ع +1( 


وبايجاد التكامل بالنسبة للمتغير 5 نجد أن: 
f(s) 1( 2 f(s)‏ 
دول س + ول س وح ول س 
ٌ 5 0 ا 5 5-2 1 


C 


f(s n+1 f‏ اي 
05 2 ل | + ds‏ كك ا + 
(2/95 -1) $¢ © 68 © 


حيث إن © كانتور مغلق وبسيط: ۲> |۶| , 2 تقع داخل هذا الكانتور 
وبتطبيق نظرية كوشي للتكامل ونظرية كوشي للمشتقة نستتتج ما بلي : 


¥ 


NA, 
رلك‎ 
)١( شكل‎ 


YAAK 





: : . )0( . 0 2 
21 f(z) = 21 f(0) + 2 Zz + 2 2 Zz + 


2+1 
ds.‏ ل 6 [ + كت 0 21 + 


n! © $" )1 -2/s( 


وبالتالي ينتج أن : 





f 
(Y۲ - 0)... f(2) = f(0) + f'(0)z + 0 2+4... e z2" +1 4(2). 
+ f(s) ds +1 f(s) 
1 ی ا 1 و ے‎ 5 
4(2) 2 ا‎ 0 (1 ~7 / 9) 2 1 ¢۳ 6 = 2) 5 
> RF, وبالاستفادة من الفرض أن ۲= |2 ,ره = || حيث إن‎ 
: فإن‎ 


R, -‏ = [إه| - إوا| > z|‏ - وا 
ويماأن () تحليلية فإنها تأخذ قيمة عظمى على احدى النقاط الحدودية 
للقرص ,۴ > |5| وبالتالي فإنه يوجد عدد حقيقي موجب × يحقق : 

|1)9(| > K 


ومن هذه المعلومات نستلتج أن: 


0 


f K2rR, 21 R, K 1 م‎ 
ماو‎ RK إ2‎ 
R, (R, ~r) R, ~r 

1 
وما أن 1> س فإن 0= lim 1,(zZ:‏ 
2 60 مسر 


وبأخذ النهاية لطرفي المساواة (ه - ۲۲) ينتج أن: 
٣‏ (0) ۴ 2 


n! 





(Y-0).... f(2 > 


۸4 


وهذه تسمى متسلسلة تايلور عند 0 - Zz‏ أو متسلسلة ماكلورين للدالة 4. 
وللحصول على (ه  )۲١‏ نفرض أن ,2 نقطة اختيارية في المجال 2 ونفرض أن 
م2 ¬ 2 = W‏ وأن 

g(w) = f(w + زمه‎ = f(Z) 
تحليلية عند 0= س وبالتالي فإن‎ E(w) فإذا كانت ۴ تحليلية عند ,2 فإن‎ 
الدالة ع تمثل بالمتسلسلة (ه - ۲۳) ويا أن‎ 

E(w) = f(z), g"(0) = f(2) 
فإن:‎ 


ىت 0مع 
Ww‏ 





f(2) = g(w) = به‎ 


n! 
> F(2 n 
= 2 0 )2- م2‎ 
. نحصل على التقارب المنتظم. وهذا ينبي اثبات النظرية‎ ١١ وبتطبيق نظرية‎ 
:١" مثال‎ 


مل الدوال التالية بمتسلسلة قوى عند 0= 2. 


f(z) = »* N) 

f(z) = sin z 5 

f(z) = cos z ج‎ 

الحل: 

أ بالاشتقاق المتكرر للدالة “ع فإن: ...و2 ,1 ,0 > ه,1 > f(0)‏ 
بے = .... (t=)‏ 


1۹۰ 


ب - بالاشتقاق المتكرر للدالة 2هذة فإن: 


41 دو , 0 
n 9 n = 4k +1‏ . 
sin 0 =‏ 
n=4k+2‏ , 0 
n=4k+3‏ , 1- 
3 
ج + كك -1 د مون )٠6-60(‏ 
ج وبالمثل يمكن إثبات أن: 
4 2 
- دا cosz=1—‏ ... (ه-5) 


وبما أن متسلسلة تايلور متسلسلة قوى فإنا تكتسب كل خصائص 
متسلسلات القوى التي سبق ذكرها من كونها قابلة للاشتقاق حداً حدا وكذلك 
قابلة للتكامل حدا حدا. وتخضع لقانون جمع الدوال والضرب العددي للدالة . 
ولكن ضرب متسلسلتين ببعضههم| البعض يختلف قليلا وهو معرف فيا يلي : 


تعريف ": 
بفرض أن 2 - 2) يه 2 ,"20 - 2) ,ذا 2 
متسلسلتا قوى فإن حاصل ضربها متسلسلة قوى: 
"م - )z‏ 8۹ 2 


تسمى حاصل ضرب كوشي للمتسلسلتين حيث إن : 
Bx‏ دمن 2 = (TV-0).... Ya‏ 


النظرية التالية تبين أن المتسلسلة التي تمثل حاصل ضرب دالتين تحليليتين 
على محال مشترك هما هو حاصل ضرب كوشي للمتسلسلتي تايلور للدالتين. 


"4١ 


نظرية ۱۸ : 
إذا كانت ٤‏ وع تحليليتين على المجال المشترك 0 وكانت 
"لم - 2) يه 2 = f(2)‏ متسلسلة تايلور للدالة ۴ حول <2 وكذلك 


")20~ 2) ,8 2 = )ع متسلسلة تايلور للدالة ع حول ,2 فإن متسلسلة 


تايلور للدالة ع . ؛ حول م2 هي "20 - 2) ,لا به = )ع . ؛ 


0= 
حيث إن إلا معرفة بالمساواة (ه - ۲۷). 
الرهان: 
حسب نظرية تايلور (نظرية )١١‏ فإن: 
(م2) 8 ا )6 





n! n! 


والمطلوب إثبات أن : 
© (48) _ 
n!‏ 1 


يمكن بالاشتقاق المتكرر والاستقراء الرياضي إثبات أن : 


۴ “)2( )ع‎ 
(n - k)! k! 


(TA-=0)... لو‎ 


n 


(۹-٥) .... )f 8") = 2 n! 


وهذه تسمى صيغة ليبنتز (انظر تمرين ۸ من تمارين © - ). 
وبإيجاد حاصل ضرب كوشي للمتسلسلتين فإن: 


١ f (o) 8)0 
يي‎ 50 = 8 = 0 
e بث‎ axx Px ب‎ (n ~ إط‎ k! 

وبالمقارنة بين ٥(‏ - ۲۹) و (ه - )3١‏ نستنتج )۲۸٢ - ٥(‏ وهذا ينبي اثبات 


النظرية . 





نلاحظ أنه يوجد للدالة التحليلية حول كل نقطة في مجالها تمثيلا بمتسلسلة 
تايلور فهل هذا التمثيل وحيد عند النقطة الواحدة؟ هذا ما تجيب عليه النظرية 
التالية : 
نظرية ۱۹ : 


إذا كانت الدالة ۴ تحليلية» ومثلة بالمنسلسلة 





,")20 ¬2( يه ب = f(2)‏ ....)0-\( 
لكل 2 تحقق ۸ > إرz‏ - |z‏ فإن: 
... ,0,1,2= 1 , 0 تر (TY=0)...‏ 


الرهان: 

بتعويض ,2 بدلاً من 2 في (5 - ۳۱) ينتج أن مه = (Zo)‏ 
وما أن متسلسلة القوى قابلة للاشتقاق حداً حداً فإن الاشتقاق المتكرر ينتج 
لنا: 


جا 
( ل + (n‏ 


k 
7 2 )م2‎ 


2/960... ۴) = 2 a, n! 


وبالتعويض في (0 - ۳۳) بدلا من 2 القيمة م2 ينتج أن: 
F(2) = aq n!‏ .... )6-0( 
وبالتالي فإن : 
)zo(‏ "1 8 


5 n! 


والاستقراء الرياضي ينهي برهان (ه - .)۴١‏ وهذا يفيد بأن المتسلسلة. 


4۴۳ 


٥(‏ ۔ )۳١‏ جب أن تكون متسلسلة تايلور للدالة 4 حول النقطة 2 ويكون 
التمثيل عندها بالتالي وحيداً. 


:١54 مثال‎ 

جد دالة تحليلية عند 0 2 تحقق الشرط (211)2- = (1')2 
وتأخل القيمة 1 عند 0 2 2. 
الحل: 


ما أن الدالة تحليلية عند 2-0 فإنه يوجد ها تمثيل بمتسلسلة ماكلورين 


وبالتالي فإن 1 = (۴)0 وكذلك: 21- = (2114)00- = (1')0 
وبتكرار الاشتقاق ينتج أن: )z( = )-2(7 ٤)2(,‏ ۴ 21- = (z)'؟‏ 

f")z) = ~21 ۴)2) = )-2( £2), ...‏ 
وهكذا فإن: *(ن2-) = f(0)‏ ”(2-) = )۴)0 


ومن ذلك فإن الدالة هي : 


3 
الا _ للك جم 1= © .... رفم 





!3 
(-2i)" ۳‏ 5% 
n! |‏ 0 
فإذا لاحظنا فرع أ من مثال ٠۳‏ والذي يبين أن : ق 
فإذ فرح ' من والدي يبين أل n=0 2! 7 ٠‏ 
فإذا عوضنا 212- بدلا من 2 ينتج لدينا: 
"2~ نت 1 
2 2 ر2 = عم , (5-60”) 
n=0 n!‏ 
وبالمقارنة بين (0 - 70) و(0 -72) نستنتج أن : 2م = (1)2 


هي الدالة التي تحقق المطلوب. 


44 


: ٠١ مثال‎ 

نفرض أن ()۴ دالة مركبة القيمة معرفة على الفترة [ 5 ,0] فإذا 
عرفنا الدالة المركبة (z)ع‏ بالمساواة التالية : 

>02 
(V-0).... g(Z) = 1 g(t) sin zt dt 

برهن أن الدالة ع كلية وجد تمثيلاً لها بمتسلسلة تايلور حول 0= 2. 
الحل: 

يمكن ايجاد تمثيلا للدالة = هذه بممتسلسلة ماكلورين. بالاستفادة من فرع 


ب من مثال ۱۳ نستنتج أن: 


(z20 (2) (2D 


3! 5! 7! 


ea, 











Sin Zt = Zt — 
وبالتالي فإن:‎ 
5 7 


3 
f(t) sin zt = zt f(t) — PEDO + F&F PRD - Fr UD +... 


وبالتكامل على الفترة [ 2 ,0] نستنتج أن: 


(A20) .... (2)ع‎ = f 00 sin zt dt 
=) 0 dt) 2 - ) لط‎ f rw dt) 2 


1 R/2 
+ ( ر‎ 01500 dt) 2 


ويما أن التكاملات لا تعتمد على المتغير 2 وتعتمد فقط على رتبة الجدى فإن 
الطرف الأيمن للمساواة )° - (A‏ متسلسلة ماكلورين للدالة 8 وهي بالتالي دالة 
تحليلية لجميع قيم 2 فتكون بالتالي كلية . 


"6 


)۳ - ٩ 235 8( تمارين‎ 


برهن فرع ب من النظرية ٠١‏ . 
برهن فرع ج من النظرية ٠١‏ . 
برهن فرع ج من النظرية ١١‏ بأسلوب التناقض . 


برهن أن التقارب في فرع أ من نظرية ١١‏ تقارب موضعي . 


o0 


إذا فرض أن المتسلسلة "(2 - 2) ره 2 تباعدية عند النقطة 
م2 “ة س z=‏ فإنها تكون تباعدية لكل قيم 2 التي تحقق 
8< ل - |z‏ حيث ىه - .R = |w‏ 

اقتراح : بأسلوب التناقض ثم طبق نظرية ٠١‏ . 

بفرض أن (,5) متتالية من الدوال المتصلة على المجال المشترك 2 وإن 
(,؛) تتقارب تقارباً منتظاً للدالة ؟ على 2 فبرهن أن الدالة ٤‏ متصلة 
على المجال 2. 

برهن المتطابقة التالية : 


n+l 





n 
1-4 =1+t+.. +t + 1-6 


اقتراح : استعن بالقسمة الطويلة. 


لأي دالتين تحليليتين ٤‏ وع برهن صيغة ليبنتز لمشتقة حاصل الضرب: 
8 وهي: 


1 6 ا, 





٠ 9 u n! 8 
(f* 8)” (م2)‎ =2 TTT ۴“) )ع‎ 


حلفا 


48 جد نصف قطر التقارب لكل من المتسلسلات التالية : 











Zn7” ا ی 2 بد‎ 
n=0 n=0 
o0 o0 n 
2 د - "+2 س‎ 2 )z2- 1" جا‎ 
o0 3n + 5 n o0 - 2 
a e 
n=0 2n +1 n=0 (1 +i) 
© nF ف‎ oo n 2 
® +3" - 2 n 
2 1 )z + 3( ح‌‎ r RET (2¬ ر‎ 
مثل الدوال التالية بمتسلسلة قوى:‎ - ٠ 
f(2) د 2 مصاع‎ Î 
f(z) = sin hz ب‎ 
1)2( = 05 27 جد‎ 
f(z) = كد عنم‎ 
f(2) = 2 sin 22 ها‎ 
جد متسلسلة تايلور للدوال التالية حول النقطة المذكورة‎ - ۱١ 
z2 ت‎ 5/2 , f(2) =sinz 5 
مه‎ T/3 , f(Z) =cosz ب‎ 
Zz =i , f(z) =e ج‎ 
Zz 1-ت‎ , 1)2( =coshZ - د‎ 
2 =2 , f7 =7 E 
f(2) = جد تمثيلاً بمتسلسلة قوى للدالة‎ - ١ 


)2 + 1( 
بثلاث طرق ختلفة . 


4۷ 


وت 


۷ 


- ۸ 


بين أن الدالة 


COS Z — 1 
س‎ 7# 0 


1)2( = 
0 ,2=0 


تحليلية عند 0 -2 وبالتالي تكون كلية . 
جد دالة تحليلية عند 0 > ,2 تحقق (14)2 - (4)2 لكل 2 وتأحذ 
القيمة 1 عند 0 - 2. 
بفرض أن الدالة () دالة مركبة القيمة ومتصلة على الفترة [1 ,0] 
فبرهن أن الدالة: 
1 

e” dt‏ (10 ول = ()ع 
تحليلية على كل الأعداد المركبة 2 وبالتالي تكون كلية ثم جد متسلسلة 
ماكلورين ها. 
ا - جد متسلسلة ماكلورين للدالة ع = (1)2] 
ب - جد متسلسلة ماكلورين للدالة 2 هأو1+ z‏ ومع = (z)ع‏ 
ج - قارن بين الدالتين. ماذا تستنتج ولماذا؟ 
جد تمثيلاً بمتسلسلة قوى للدالة : 


f(z) = sec 2 
كرر التمرين السابق للدالة‎ 
f(z) = tan 2 


اقتراح : الطريقة الأولى باستخدام حاصل ضرب كوشي للمتسلسلات 
وفيه يعرف قسمة المتسلسلات والطريقة الثانية باستخدام نظرية تايلور. 


"534 


2-۹ 


- ۲١ 


- ۲ 


بفرض أن الدالة "يه 2 = f)‏ كلية . 
أ - جد تثيلاً للدالة (۴)2 بمتسلسلة قوى للمتغير 2. 
ب- بين أن الدالة (52 كلية 


بفرض أن الدالة ٤‏ تمثل بالمتسلسلة التالية : 


أ - برهن أن 6 تحقق المعادلة: 
f(z) = 1 + z f(z) + 2” f)2(‏ 
ب - ومن ذلك استنتج أن: 
1 


12( = 
1z 2 


بفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية عند 0= z‏ وتحقق الشرط: 
f(0) = f(0) = 0‏ 
برهن أنه يوجد دالة ع تحليلية عند 0 = 2 وتحقق الشرط 
(2)ع < = (z)؟‏ 
لكل 2. 
بفرض أن الدالة ٤‏ كلية وتحقق الشرط 
f(0) = 0, f(0) =1‏ 


وان 
)z) + f(2) = 0‏ "۴ 


جد تمثيلا هذه الدالة بمتسلسلة قوى عند 0 -2 . هل تستطيع 


۹۹ 


التعرف على هذه الدالة؟ قارن بين هذه المتسلسلة التى حصلت عليها 
وبين متسلسلة الدالة 2 18و عند 0 - 2, 
۳ _ إذا كانت 1 دالة تحليلية تحقق المعادلة 
f(z) = z + 125‏ 
فا هى الدالة 6؟ 
اقتراح : جد ؛ على صورة متسلسلة قوى عند 0 z=‏ مثلاً. 
4 - بين أنه يمكن تمثيل الدالة 


f)z( = )1 + 2(“ 
= e“ Log (1+z) 
: بالمتسلسلة التالية‎ 
a (1-ه)‎ 0 a وغ (2جه) (1ح-»)‎ 
2! 3! 


ويكون تقاريبا موضعياً على المجال 1> |2|. 


(1 + z2)" = 1 + az + 


: بن أن الدالة‎ - ٠ 





١ 2 
1)2( = 
1 ,7 > 0 


تحليلية على كل الأعداد المركبة وبالتالي تكون كلية. 
75 إذا كانت الدالة ۴ تحليلية عند م2 وكانت 0 = 4)20 فبين أن: 


f(z) 
lim 
2 


-2 يهنا 





= f(2). 
0 


.م 


6 5 متسلسلات لورانت 
۰ تبين لنا أنه يكن تمثيل أي دالة تحليلية حول نقطة م2 بمتسلسلة قوى تسمى 
متسلسلة تايلور ولكن ماذا يحدث إذا كانت النقطة م2 نقطة متفردة للدالة 4 أي 
لو كانت 4 ليست تحليلية عند النقطة ,2 ؟ هل يمكن تمثيلها بمتسلسلة قوى؟ . 
المثال التالي يبين أنه يمكن تمثيل تلك الدالة بمتسلسلة ولكن ليست متسلسلة 
تايلور حيث تكون قوى المتغير (2 - 2) سالبة وليست موجبة بالضرورة. 
مثال ۱١‏ : 

مل الدالة */1© على صيغة متسلسلة قوى إذا كانت 1 < |2|. 
الحل: 

نلاحظ أن الدالة ليست تحليلية عند 2-0 وفي المجال المذكور 


1< |2| تكون تحليلية ويمكن أن نستنتج أن 1< وبالتالي کن 
ايجاد متسلسلة بتعويض 1/2 بدلا من 2 في متسلسلة تايلور للدالة © . 


لينتج أن : 


دن الى 2 د علام 
n= n!‏ 
1 
E‏ + 1 + 1 = 
z‏ !2 


لاحظ أن قوی المتغير 2 سالبة وليست موجبة وبالتالي فإن هذه المتسلسلة ليست 
متسلسلة تايلور حول 0= 2. 


۴۰١ 


فإذا سمحنا للقوى في متسلسلة القوى أن تكون سالبة فإن الجواب للسؤال 
المذكور أعلاه بالإيجاب ولكن قطعاً بالنفي إذا اقتصرنا على متسلسلة تايلور (أي 
القوى الموجبة فقط). وبشكل عام فإن أي دإلة ‏ (سواء كانت تحليلية أم غير 
ذلك عند نقطة معينة) يمكن أن تمثل بمتسلسلة يظهر فيها قوى موجبة أو سالبة أو 
كلاهما معا وهذه النتيجة تسمى نظرية لورانت وتسمى المتسلسلة متسلسلة 
لورانت (]568ناهآ) . 


نظرية :٠١‏ (نظرية لورانت) 


بفرض أن الدالة ‏ تحليلية على المجال الحلقي ۸ > |,2 - 2| > + فإن 
الدالة ۴ يكن تمثيلها بالمتسلسلة التالية على هذا المجال: 


"لمة - 2) مه 2 = )2 ...)۳۹-0( 


ىه -2) 4 "لم - 2) يه 5 


~n 


أي أن هاتين المتسلسلتين تتقاربان للدالة ٤‏ على ذلك المجال ويكون التقارب 
منتظما على المجال الحلقي المغلق . 
SR, <R‏ ره - ة| ك r<r,‏ ... . (ه- ):١‏ 
حيث إن المعاملات ,»© تحقق المساواة: 
f(s)‏ 1 


...1 دورو = سد .... (ه41-0) 
2i © 6- 2‏ " 


حيث إن المسار © يمثل كانتوراً مغلقاً وبسيطاً موجب الاتجاه يقع في لجال 
الحلقي بحيث تكون النقطة 2 في المنطقة الداخلية لهذا الكانتور. 


الرهان: 
نفرض أن ٤٣,‏ وي مساران مغلقان وبسيطان موجبا الاتجاه يقعان في 


۳۲ 


المجال الحلقي وأن النقطة 2 اختيارية تقع خارج © وداخل ,0©. نفرض أن 
رظ ,8 يمثلان المسارين الموصوفين في الشكلين (۲) و(7). 
فإن نظرية كوشي تؤكد أن : 


1 15 
05) 5 








2111 Bı  ه--2‎ 





بين نظرية کوشي - كورسات تؤكد أن 





0 و EFAs‏ 
2 - 5ر8 
وبجمع (۵ - 17) و(0 -87) ينتج أن: 
ds + 0 ds}‏ اد f)z( = El‏ 
وما أن ,© - ,0 - رهظ + ,8 فإن: 
(1)5 1 
e 2‏ يت f(2)‏ .... )4-0( 





1 ا‎ f(s) ds - 1 ا‎ 1)5( 


21 CO S—zZ 251 °@ 8-2 


05 





ولايجاد تمثيل هذه الدالة بمتسلسلة قوى نجد تمثيلاً للدالة ا بمتسلسلة 











5-2 
قوی حول م2 فإذا فرضنا أن 5 تقع على ,© فإن أم2 - ء| > أم2 - 2| وبالتالي 
فإن : 
1>| ب 
2 ¬ $ 
ولهذا فإن : 
1 2 1 
(م2 - 2) ¬ 2 - 5) 0 s27‏ 
1 
الكت - 1( (ره-ه) 
م2 -5 
! 2-5 ] به ره - 6 = 
n= 5-2‏ 


1 حَ‎ )2 - z2" 
S— ج‎ 2 2 n+1 
(sS - (م2‎ 





)40-0(... 


إذا كانت و على ,© . 
أما إذا كانت 5 واقعة على ر٣‏ فإن: 


م2 2 و > م2 - 2| 








وبالتالي يكون : 
بم أمة - ذا 
امه - zا‏ 
ولهذا فإن: 
1 1 
(م2 - 2) - م - 5) s7‏ 
الا ل سيب لحم دىء 
م2 ¬ 2o ) Z ~ 20 "=0 Z‏ ”^ 5 1( 0 
2-2 
ومن ذلك ينتج أن : 
ع اسيم ب2 = ...)0=( 
2 2 0 2 8 


وبتعويض )٤٥ - ٩(‏ و(0 -1]) في )٤٤ - ٥(‏ نحصل على ما يلٍ: 


1 حُ‎ (z¬ 2” 
TT 1 1)5( (2 ت‎ ds 


+1 
(s8 - 2" 


وبإعادة الترتيب نستنتج أن : 


"له - 2) إل ا اك | > = i‏ 


5 3 1 
ؤم‎ 6 (s ~2, 


TT 
Z2 


2 " ل - )© 2i‏ أاحم 
يمكن تبسيط ذلك إلى ما يلي : 
a, (2 - 2)" + 2 B, )2- 2)‏ 2 = (1)2 


1 f(s) 


Q, = n+1 ds, 
21 © )5- 2) 


1 f(s) 


2 © 6-2 ”*“ 


B, = 


فإذا كانت © أي مسار مغلق وبسيط واقعاً بين ,© ور٣‏ فإن إحدى نتائج 
نظرية كوشي - كورسات تبين أن : 


f(z) = 2 a, (Z - 2 + 2 B, )2- 7 


1 f(s) 


a = يول ل س‎ 
21 CC (s - 2 


1 f(s) 


2i °° (~2) 


ويمكن كتابة ذلك بالصيغة التالية : 


2) = رع نه‎ (2¬ 20: 
1 f(s) 
2i °° (ئs-2)‎ 


0, F1, F2, ... 


5 
١ 


وهذا ينهي إثبات النظرية . 

النظرية التالية تبين أن متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة ؛ على مجال حلقي 
ما واحدة ووحيدة. 
نظرية 7١‏ : 

نفرض أن المتسلسلة “ليه - 6 ره تقاربيةفي المجال 
|z - 2,| > R‏ وان المتسلسلة ˆ 20 - 2) ى_»ه 0 تقاربية في المجال 
ا < إن - |z‏ حيث إن 1 > ۲ فإنه يوجد دالة f‏ تحليلية على المجال 


الحلقى ۸ > إ2 - 2| > + بحيث إن: 


"لمة - 2) يه 2 = 2) 


وان : 


f(s 
كاك كك [ ديه‎ 0 1, 2, .. 


Cc 0000 
6 ~( 


يمكن الاستفادة من نظرية ١4‏ لإثبات هذه النظرية لذلك نترك برهانها تمريئاً 
للقارىء . ش 


إن استخدام (ه - )4١‏ لإيجاد متسلسلة لورانت لدالة ما نادر لذلك ويا أن 


۳.۷ 


المتسلسلة الى ثل الدالة 5 جال ما واحدة ووحيدة ک| تؤكد ذلك النظرية ۲١‏ 
فإنه يمكن ايجاد المتسلسلة بطرق شتى كما تبين الأمثلة التالية : 


مثال ۱۷: 


نفرض أن الدالة ؛ معرفة بالمساواة = (1)2 


ا 
(2-2) (1-2) 


جد متسلسلة لورانت التي تمثل هذه 
الدالة في المجالات التالية : 


أ د 1>إنا 

ب د 2>2| >1 

ج د 2< |2| 8 
د د 2-1|>1| 

هف د 1> |2 - :| 


الحل: 
بتجزيء الكسر نحصل على ما يلٍ: شكل )٤(‏ 
2- 2- 


+ 
1-2 2-2 











f(z) = 


أ فإذا كانت 1 >|2| فإن 1 > ل > | | وبالتالي وبالاستفادة 
من المتسلسلة الهندسية نحصل على ما يلي : 


م 2+ 7 يه 2- = f(2)‏ 


=0 2 





و 
2 +2-) ب = 
لاحظ أنه لا يوجد قوى سالبة للمتغير < لأنءالدالة تحليلية على هذا 


۳۸ 


المجال وبالتالي تكون المعاملات في الجزء الآخر من متسلسلة لورانت 
صفراً كى يختفى هذا الجزء من المتسلسلة . 
وفي الجال 2> |z|‏ >1 فإنهإذا كانت |z|‏ >1 فإن 
3<1 وإذا كانت 2> |2| فإن 1> | ج | وبالاستفادة 
من المتسلسلة الهندسية ينتج ما يلي : 
1 1 
ای + EEE‏ 
1-2/2 1-2 
1 1 
E EE‏ + ~~ 
1-1/z 1-- 2‏ 


1 
۱ 
م 


f(z) 





SIE 1 2 


لاحظ أنه يوجد قوى سالبة وأخرى موجبة للمتغير 2 في هذه المتسلسلة 
(وذلك لوجود النقطة المتفردة 1 في المنطقة الداخلية لأي كانتور مغلق 


وني المجال 2 < || فإن 1 >| | وكذلك يكون 1< || 
: 1 ا 5 5 

وإن 1> | | وبالاستفادة كذلك من المتسلسلة الهندسية ينتج ما 
يلي : 


1 02 5 1 2 12 
إ١.‏ سسمممممة للس٠‏ سس سة © س ججح 2 
Z2 1-2 2 1 - 2/z‏ 





v/s 


2 2*1 7 


1 


n 


لاحظ أنه لا يوجد قوى موجبة للمتغير 2 وذلك لوجود نقطتين متفردتين 
في المنطقة الداخلية لأي كانتور © في هذا المجال 2 < |2| . الأولى 
متفردة للجزء الأول من الدالة والثانية متفردة للجزء الثاني منها. 
د - وني المجال 2-1|>1| فإن علينا أن نجد لمتسلسلة حول 
1 = ,2 وتكون القوى بدلالة (1 - 2) لذلك نجد أن: 
2 
ل سسس + 
(2-131)-1 2-1 





= (12 
“1 -ج) 22+ 26-1 - 
لاحظ با أن الدالة حح تحليلية عند 1 - 2ء فإنها أنشجت 
الجزء الموجب من متسلسلة لورانت. E‏ فقط حد واحد ذوقوة 
ال 
ه ‏ وفي المجال 1> |2 -2| فإن علينا أن نجد المتسلسلة حول 
2 > ص2 وتكون القوى بدلالة :2 - z‏ لذلك نجد أن: 


2 2 
2-1 2-2 
2 2 


1+ )2-2() 2-2 








f(Z) 


22 )-1(" 6 - 2" - 2)2 -2( 

لاحظ كذلك أن الجزء السالب حد واحد فقط ظهر من الداللة 

حك والتي لا تكون تحليلية عند 2 = 2 والجزء الموجب ظهر من 
الدالة كد التي تكون تحليلية عند 2= 2. 


۴1۰ 


:١8 مثال‎ 


مثل الدالة ؛ بمتسلسلة لورانت حيث إن : 
22 


ب = (2)؟ 
2 





في المجالات التالية : 


|2-1|>1 - د 1>ضج| <0 ب‎ Î 


الحل: 

أ - بما أن النقطة 0 - 2 متفردة للدالة ٤‏ وتقع في المنطقة الداخلية لأي 
كانتور واقع في المجال 1 > || > 0 فإنه بايجاد متسلسلة ماكلورين 
للدالة 6# نستنتج أن: 


1 





ل ل لاحي (2z)‏ 0ك 


2 محم‎ n! Zz 20م‎ 2 


f(z) 


ل 


[... + 2 نك +2 + 2z‏ + 1{ ج 


+ + 


i 
کے‎ 
Nj 
Nts 
N 

چ 

+ 
|= 
+ 
براحي‎ 
n 
+ 
8 

[© | 
3-8 
© سد 


١ 
15 
35 
N دم‎ 
نل‎ 
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o0 n+4 n 
22 


دم 
ج 


|1 ا 2 ر‎ RE 
2 Ha 22+ بے‎ (n + 4)! 


لاحظ أن الحزء ذا القوى السالبة مكون من أربعة حدود فقط . 


۳11 


ب - أمافي المجال 1 > |1 -2] فعلينا أن نجد تمثيلاً لكل من الدالتين 
تن و ال بمتسلسلة عند 2=1 ثم نجد حاصل ضرب كوشي 
ما . 


وبالاشتقاق المتكرر للدالة 62 فإن ... ,0,1,2 = ۸ ,"2 = (1) ع 








n1‏ م 
فتكون: ")1 -2) كد 2 حت = )8)2 
n=) n!‏ 
2م 2۳ 00 
او به - 
لجميع قيم .Z‏ 
أما الدالة 4 = h(z)‏ فيمكن إيباد المتسلسلة التي تمثلها بالاشتقاق 
المتكرر للمتسلسلة التي تمثل 5 وذلك لأن: 
4 يبل 1 
2 
n 4‏ 1 1 1 
ولإيجاد المتسلسلة التي تمثل الدالة ل بدلالة 2-1 يكن ملاحظة 
أن : 
"ویر ل ل1 
0-ه (2-1)+1 2 
وبالتالي فإن: 
10 -2( *1-) 2( ع = 4 = h(z)‏ 


موم رسو تر د 


= £ < 1“ )a+3( )a+2( (اجم)‎ )2-1(" 


n=0 


1۲ 


ومن ذلك : 


.1< 11 - جا ,"(2-1) ل سا "(1-) 2= h(z)‏ 


ولإيجاد المتسلسلة التي تمل ٠*/2‏ = (4)2 نجد حاصل ضرب كوشي 
للمتسلسلتين (z)ع‏ و (1)2 الذي يكون تقاربياً للدالة ۴ على المجال المشترك 
بينهها وهو 1 > |z-1|‏ ومن ذلك يكون: 


عم 
|z-1| > 1‏ ,")1 ا ل = (2)؛ 





حيث إن 
Ak By‏ 2 5 
م "2 
OL =‏ 
n!‏ 9 
وكذلك : 
"(1-( 


Ê, = ا‎ (n+3) (n+2) (n+1) 


ولمزيد من الوضوح نجد الحدود الثلاثة الأولى من ,لا 
وهي وأ > Bo‏ مه = Yo‏ وكذلك 


2_2 2 
إلو‎ =a, رقامه + و8‎ = 2e ~e 4= ~2e, 


و8 =a Bo + «, B, + a,‏ ولا 


= 262 + 2e” )-4( + 2 
= 46 


۳1۳ 


-5 


تمارين ه ‏ 4 


جد متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة 


2 








لسشبل =( 
G+‏ و =2 
في المجالات التالية : 
1< || ب 1 > lz+il‏ 
جد 1< |2+1| د 1> |1+ج| 
جد متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة. 
| ير =2 
في المجالات التالية : 
lz-1| <1‏ بد 1< lz-i|‏ 
ج 1> lz-i|‏ 3 1< 
جد متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة: 
COS iz‏ 
4 = (1)2 
72 
في المجالات التالية : 
أ 1 > |z|‏ < 0 بد 0 > |z|‏ 
جد 1 >|2-1| د 2 > |z-i|‏ 
جد متسلسلة لورانت بدلالة قوى 2 التي تمثل الدالة: 
= (1)2 
6 <2 


في مجالين محتلفين واذكرهما. 


60 


0 1-2 
ثا الدالة لل (ے)f‏ مما یل : 
مثل لب =( بابي 


ت متسلسلة ماكلورين ثم جد جال التقارب هما . 
ب - متسلسلة لورانت في المجال 1 < |2|. 
جد متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة 
f(z) = 2ُ sin ) |‏ 
في المجال 0 < || . 


ين أن متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة : 6-1 = (2)؟ 





1 مه 
هى "2-2 . 0 فى المجال 0 < إجا| 
n= n! 5‏ < 
ثم أجب عما يلي : 
أ - هل يوجد متسلسلة ماكلورين بقوى المتغير الحقيقي × تمثل الدالة 
اة 


.× ۶0, ومع‎ = e۴ 
ب - بين أن 0= (0)"ع لكل ...,1,2,3 > ه.‎ 
.2- 0 ج ين أن الدالة (1)2 ليست متصلة عند‎ 
بقوى 2. لاذا؟‎ ٤ د - هل يوجد متسلسلة ماكلورين تمثل الدالة‎ 
بين أن متسلسلة لورانت التى تمثل الدالة‎ 

( 6-2 يم = (1)2 

هى *3)02 ب2 في المجال 0 < .|z|‏ 
: 3 
وبفرض أن مسار التكامل هو الكانتور ©: 1 = || 


10 


بين أن: 8 )0 cos (e - tsi‏ ©[ ت = )1 
بين أن: 1_0 "-( = J,0)‏ 
تسمى هذه المعاملات (),[ دالة بيسيل (1عءو86) . 

9 - بين أن متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة 


f(z) = cos h + 1 
: حيث إن‎ 2 oy 2 هى‎ 
ددع‎ 3 


E وم ويف‎ O 
Qa = Dr 0 COS Nt COS COS 


وذلك بفرض أن مسار التكامل هو الكانتور © :1= |2| . 
٠‏ - جد متسلسلة لورانت للدالة: 


1 
f(z) = حك‎ , |:| > 1 


في المجال || < || (حيث ؛ مقدار ثابت) وبفرض أن "م - ج 


بين أن: 
t cosê - t‏ ا 
3 التتتت = "cosa‏ 2 
a=1 1 — 2t cos + +‏ 
t sin 6‏ 3 
ب 2 LU SSE‏ 
a=1 1 — 2tcos 0 + + ٠‏ 


-١‏ هل يمكن إيجاد صيغة عامة لمتسلسلة لورانت للدالة: 
1 
ةق لتقي ی عازه 
“0 -2) 1 
في المجال |؛| < |2|. 
اقتراح : استعن بالتمرين .٠١‏ 


۴۱۹ 


هه الأصفار والنقاط المتفردة والأقطاب: 


تبين لنا أنه إذا كانت الدالة ‏ مثلة بمتسلسلة لورانت: 


)2 ¬ 2) يم 2 = ©)1 .... )6۷-۵( 


E 
على المجال ۸ > |2 - 2| > ع حول ,2 فإن الدالة ۴ ليست تحليلية عند‎ 
النقطة م2 وتسمى النقطة ر2 نقطة متفردة هذه الدالة. وإذا كانت 0 دم فإن‎ 
هذه النقطة المتفردة تسمى نقطة متفردة معزولة وفي هذه الحالة فإن المتسلسلة‎ 
التعريف التالي يصنف‎ 5 0> [|2- zl <R تتقارب على القرص المثقوب‎ 
. أنواع النقاط المتفردة المعزولة‎ 
:۷ تعريف‎ 
بفرض أن ,2 نقاطة متفردة معزولة للدالة ؛ حيث تتقارب المتسلسلة‎ 
على القرص المثقوب 8 > ل - :| > 0 فإن:‎ )٤۷ - ٥( 
أ إذا تحقق الشرط‎ 
(A-0) . . . . ه,0 ديه‎ = =1, 2, ... 
. فإن م2 تسمى نقطة متفردة للدالة # قابلة للإزالة‎ 
: إذا وجد عدد صحيح موجب 22 بحيث إن‎ 3 
(64-0) . . .. a_ #0, a, = م0‎ <5 ~m 
فإن م2 تسمى قطباً من الدرجة ص للدالة ؛.‎ 
وإذا كانت 1=" فإن م2 تسمى قطباً بسيطاً للدالة.‎ 


۳1۷ 


... ,2~ ,1= = ه ,0 *ديه ... )0- 0°( 
فإن 2 تسمى نقطة متفردة لازمة للدالة 1. 
الأمثلة التالية توضح هذه الأنواع من النقاط المتفردة . 
مثال ۱۹ : 


2z 
2 


تمثل بالمتسلسلة التالية : 


N 


n+4 n 
4 - 2 2 


حب ا م 





© 
ا 

1 
“| 57 
+ 
| 
35 

| 


في المجال 1 > |2| > 0. 


'وحيث إنه يوجد عدد صحيح موجب 4 = m‏ يحقق الشرط: 


4- > م ,0 = ره ,0 ** 1 - a“_4‏ 


وحسب التعريف السابق فإن النقطة المتفردة 0= ر2 تمثئل قطبا من 
الدرجة 4 للدالة ؟. 


مثال :٠١‏ 
ين أن النقطة 0 = 20 تمثل نقطة متفردة لازمة للدالة *ا-م = (2)؟ 
الحل: 
او م رات هلدا وو ...2 0 ندع 
n=0 n!‏ 


على المجال 0 <|2| . ويماأن 0< به لكل ...,2- ,1- =« فإن 
0 = ,2 نقطة متفردة لازمة للدالة. 


۳1۸ 


مثال ١؟:‏ 
بين أنه يمكن إعادة تعريف الدالة ؛ لتكون تحليلية عند 2-0 وبالتالي 
تكون كلية حيث إن : 


sin 2 
, 2 “4 0 





f(z) = 


ا لجسل : 


لنجد متسلسلة لورانت للدالة 








نلاحظ أن 0 = 20 نقطة متفردة قابلة للإزالة وذلك لأن 0= يه لكل 
٠8 = -1, -2, ...‏ حيث يظهر فقط متسلسلة تايلور عند 0= 20 وبالتالي 
فإن الدالة تحليلية عند 0 = ر2 وباقي الأعداد المركبة فهي بالتالي كلية عندما 
نعيد تعريف الدالة عند 20-0 ولك بعل : ١‏ 








sin 2 
f(0) = lim 
هج‎ 2 
5 22 2 5 0 
= lim {1~ 31 + SI 7 + ...[ =1. 
: وبالتالي فإن الدالة تعرف بما يى‎ 
sin Z 
, “0 
2 
f(z) = 
, 2= 


لتكون كلية . 


۳۱۹ 


إذا فرض أنه يوجد و2 بحيث إن 0 = (4)20 فإن < تسمى صفر الدالة 
*. التعريف التالي يبين أنواع أصفار الدالة. 


تعريف ۸: 
إذا كانت م2 تحقق الشرط التالي: يوجد عدد صحيح موجب 82 بحيث إن: 
,0 = (,2)" ۴ = ... = (رة)” = (رة)؟ > )1 ... . (16-5) 
ولكن 0 < (,2)”؛ فإن ,2 تسمى صفر من الدرجة 22 للدالة ؟ التحليلية عند 2. 
با أن الدالة ٤‏ تحليلية عند م2 فإنه يوجد متسلسلة تايلور تتقارب للدالة عند 
م أي أن: 
"ل - 2) يه 2= (1)2 
في مجال تقارب ما . فإذا كانت م2 صفراً من الدرجة ‏ للدالة ؟ فإن: 
0 = (2)" ” = ... = )۴)2 = )1 ,0 ع ۳)2 
وبالتالي تصبح المتسلسلة كما يلي : 


5 2 Am+k (z2 ¬ وك‎ 


2 - 2) يه 2 2 -2) يهن = 
فإذا فرض أن “لم2 - 2) يه 2 


تتقارب للدالة التحليلية (8)2 عند ,2 في المجال 0 فإن: 


0“ ل)8 ,(8)2 207 - 2) يمه = (1)2 
وهذا يبرهن النظرية التالية: 


لفون 


نظرية ۲۲ : 
بفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية عند م2 فإنه يوجد ها صفر من الدرجة ص إذا وإذا 
فقط وجدت دالة (z)ع‏ تحليلية عند م2 ,0 < (م2)م8 بحيث إن: 


(8)2 “مه - )z‏ = (1)2 . . . . (ه - 1ه 
النظرية التالية تربط بين القطب من الدرجة 2« والصفر من الدرجة ۳. 
نظرية ۲۳ : 


إذا كانت الدالة ع تحليلية عند < وان 0< (ل2)ع وعرفنا الدالة ؟ 





بالمساواة : 
شه د ...دجم 
م2 - )z‏ 
فإن م2 قطب من الدرجة ص للدالة 6. 
الرهان: 
نتركه تمریناً للقاریء . 
مثال ۲۲ : 
ناقش ثم صنف أصفار وأقطاب الدالة : f(z) = cot z‏ 
الحل: 
COS 2‏ 
يما أن — = f)(‏ 
51117 : 
فإن النظرية السابقة تبين أن الأقطاب والأصفار عصورة بأصفار البسط والمقام 
للدالة ؛ وبفرض أن : 
cos Zz = 0‏ 


خض 


z= (n + هرج ( لل‎ =0, F1, 72, 3 


وما أن معدم ( ل + sin (a‏ 


فإن 0ع ع( 3 + cos’ (n‏ 


أي أن هله أصفار بسيطة من الدرجة 1 وهي كذلك للدالة ٤‏ وبقفرض أن : 
sin z = 0‏ 
فإن: 
F1, F2, ...‏ ,0 = 0 ,© 5 2 2 
ويما أن 0 ۶ © cos )n‏ فإن 0 > )7 sin’ (n‏ فهي أصفار بسيطة للدالة 
2 51 وبالتالي تكون أقطاباً بسيطة (من الدرجة )١‏ للدالة 6. 
مثال ۲۳ : 


إذا كانت ؟ دالة نسبية حيث إن : 


P(z) 


1)2( = 06) 


حيث إن © و2 كثرتا حدود من درجات مختلفة. فإذا وجدت نقطة ,2 ثل 
صفراً من الدرجة " للدالة (2)2 وصفراً من الدرجة ه للدالة (0)2 فإنه 
يوجد كثيرتا حدود (0)2 و(2)م بحيث إِن: 


f) = P(z) 5 (2 - 20)" P(z) 
0)2) ج)‎ - 20” q)2( 


فإن النقطة م2 تمثل إحدى الحالات التالية بالنسبة للدالة .٤‏ 


فض 


أ إذا كانت 8 < 82 فإن م2 نقطة متفردة قابلة للإزالة بالنسبة للدالة ؟ 
وهى كذلك تمثل صفراً من الدرجة ١‏ - ص للدالة 4. 
ب إذا كانت ه > 2< فإن ,2 تمثل قطباً من الدرجة ت" - 8 للدالة ؛ 
ج إذا كانت « - 2« فإن م2 تمثل نقطة متفردة قابلة للإزالة بالنسبة 
للدالة ‏ ولكنها ليست صفراً لها أي أنه يمكن إعادة تعريف الدالة ؟ 
لتكون تحليلية عند م2 بحيث إن 0 < (م1)2. 
مثال :۲٤‏ 
إذا فرض أن م2 تمثل نقطة متفردة قابلة للإزالة للدالة ٤‏ فإن: 
أ - الدالة ٤‏ محدودة على القرص المثقوب ۸ > |ى: - 2| > 0 أي أنه 
يوجد 0 < × بحيث إن: k‏ > |2)| 
لكل 2 تحقق ۸ > اع - :| > 0. 
ب كذلك يوجد عدد مركب ہ۷ بحيث إن: 
wo = lim f(z)‏ 
جد يمكن إعادة تعريف ] لتصبح تحليلية عند م2 وذلك بتعريف (2)؟ 
لتكون: 
f(z) = W, = lim f(2)‏ 
النظرية التالية تفيد بأن الدالة التحليلية عند أحد أصفارها إما أن تكون دالة 
صفرية أو إنه لا يوجد لها أصفار أخرى في قرص مثقوب مركزه 20. 
نظرية ۲٤‏ : 
إذا كانت ؟ تحليلية عند 20 ويوجد لما صفر عند ر2 فإما أن تكون 


0 > أوإنهيوجد قرص مثقوب ۸۴ > |2 - 2| > 0 بحيث إن 
0 * (1)2 لكل تحقق 1 > یع - | > 0. 


انفضا 


الرهان: 
بفرض أن ٤‏ ليست الدالة الصفرية فإنه يوجد " بحيث إن 
Fe) #0‏ أي أن 2 صفر من الدرجة 2« وبالتالي فإنه يوجد دالة 
(2)ع تحليلية حول م2 وتحقق 0 < (م8)2 وإن: 
(2)ع ”لم - 2) = (1)2 
بحيث أن 0 < (z)ع‏ لكل z‏ في هذا القرص وهذا يثبت أن: 0 < (ع)؟ 
لكل 2 تحقق ۸ > إرz‏ - 25[ > 0. 
وهذا ينبي اثبات النظرية . 
نظرية 10 : 
إذا كانت الدالة ۴ تحليلية في القرص المثقوب ۸ > |م2 - 2| > 0 وكانت 
٤‏ حدودة في هذا القرص فإما أن تكون ٤‏ تحليلية عند 20 أو يوجد لما نقطة 
متفردة قابلة للإزالة عند م2. 
الرهان: 
عرف الدالة ع بما يلي : 
2 2, 20242 -2) 
= (2)ع 
م2 > 2, 0 
فإن الدالة ع تحليلية في القرص المثقوب 8 > [م2-2| > 0 بالإضافة إلى ذلك 
يكن أن نثبت أن ع تحليلية عند م2 ولذلك نجد المشتقة : 
8(Zo(‏ 1 (2)ع lim‏ د 6 8 
و2 ¬ Zz‏ 
lim (2Z - 2) f(2)‏ = 


Y4 


وما أن * حدودة في ذلك القرص المثقوب فإن 0 = ,)ع وبالتالي فإن ع 
محدودة على م2 ويمكن بالتالي تمثيلها بمتسلسلة تايلور وبا أن 0 = (م2)'ع 
وكذلك 0 - (2)سع فإن: 


“رو دع 2 ب - هع 





2= 
مور 0 5 1 
م2 ¬ )z‏ 2 2 = )1)2 
د )” O00‏ 
0 لم2 - e )z‏ 2 سد 


وهذا ينهي اثبات النظرية (لاذا؟) . 
وأخيرا فإن النظرية التالية تصف سلوك الدالة عند أحد أقطابها . 
نظرية 37١‏ : 
إذا كانت م2 قطباً من الدرجة 2ه للدالة f‏ فإن: 
© - |©)| هنا 
م2 
الرهان: 


نترك البرهان تمريناً للقارىء. 


Ye 


١ 


تمارين مه ه 


صنف النقاط المتفردة لكل من الدوال التالية : 











ا be‏ = ب كك د 
ب ع دس د - f) = tan 2z‏ 
2 
َ 1 
ى- )+ )»» = f)‏ واد سكل = 


f) =z se (k) _ j 

برهن أنه يوجد صقر من الدرجة 28 للدالة التحليلية ٤‏ إذا وإذا فقط 

يوجد قطب من الدرجة «ه للدالة ل دع. 

لأي دالتين تحليليتين ٤‏ ويم بحيث إن مة صفر من الدرجة « للدالة 4 

وهي صفر من الدرجة 2 للدالة ع فإن: 

1 - م تمثل نقطة متفردة قابلة للإزالة للدالة مم/4 - 8 وهي صقر 
من الدرجة « - ص إذا كاتنت د«<ص. 

ب- و2 تثل قطياً من الدرجة صم للدالة يم/4؟ -ط إذا 
كانت 8 > 1 

ج- 2g‏ تمشل نقطة متفردة قايلة للإزالة للدالة م /4 - 8 ويمكن 
أعادة تعريف ٠‏ لتكون 0 < (و)1 إذا كانت 8 - ص. 

برهن نظرية ۲١‏ . 


اقتراح : استفد من الحقيقة أن ؟ تمثل على الصورة ا = f)‏ 


حيث إن (2)2 تحليلية عند مة وإن 6 (مة)ظ. 


۴٩ 


٣ 


~۸ 


- 


إذا كانت ٤‏ تحليلية على القرص المثقوب 2 > لي - 2| > 0 فين أن 
(1)2 صتا موجوحة. 
إذا فرص أن ٤‏ تحليلية في المجال 1 فإذا كانت < نقطة في 8 بحيث إنه 
يوجد متتالية )z(‏ تحقق: 

lim, 2, = 2y, f(2) =0‏ 
لكل عدد صحيح موجب 28 قإن 0= (ع)٤‏ لکل z‏ في 12. 
اقتراح : استعن بنظرية 58 . 
بفرض أن ۴ وع دالتان تحليليتان على المجال 2 وأن المتالية (ے) 
وم ف 8 بحيث إن م - ث2 هنا فإذا كان (#2 = (ےے)ع 


لكل عند صحيح موجب 8 قبرهن أن )ع = (۴)2 لكل z‏ في 
.D‏ 


اقتراح : استفد من التمرين السابق. 


إذا كانت 2 قطبا من الدرجة 8 وه للدالتين ٤‏ وع على الترتيب 
قأثبت أن +2 قطب من الدرجة «+ص للدالة ۴٠ع‏ -تط. 


كرر التمرين السابق إذا كانت م2 صفرا وليس قطبا. 


. أعد تعريف الدوال التالية لتكون تحليلية عند التقاط المتفردة لها‎ - ٠ 


1- cos 
f(z) = E 5 
2 
داتع‎ 1 
f) = بس للس-‎ 
Zz 
1 
۰ sin 22 
(= ج س‎ 
2 


يننا 


١‏ برهن أنه إذا كانت م2 تمثل قطباً من الدرجة 8 للدالة ۴ فإنها تمل 
قطباً من الدرجة 1 + ص للدالة #. 
أ - إذا كانت ,2 قطباً للدالتين 4 وع فانها تكون قطباً للدالة 
8 +1. 
ب إذا كانت 20 نقطة متفردة لازمة لكل من الدالتين 1 وع فإنها 
تكون نقطة متفردة لازمة للدالة ع + 4. 


۳۸ 


[لفصل الحادس 


نظرية الباني 


RESIDUE THEORY 





١-١‏ نظرية الباقي 

۲-١‏ التكاملات المعتلة للدوال النسبية 

۳-١‏ التكاملات المعتلة لدوال نسبية ومثلثية 

5 - 4 التكامل على كانتور مثلم (مسئن) 

مه التكامل حول نقاط الفروع للدوال متعددة القيمة 


۳۹ 


لقصل السادس 


نخرية الباقي 


Residue Theory 


علمنا كيف نجد قيمة تكامل دالة حول مسار مغلق وبسيط © إذا وجد لحذه 
الدالة تقطة متفردة في المنطقة الداخلية لهذا الكانتور وذلك باستخدام نظرية 
كوشى ونتائجها ولكن كيف يكن إيجاد قيمة ذلك التكامل إذا وجدت للدالة 
أكثر من نقطة متفردة واحدة في المنطقة الداخلية للكانتور ©. هذا ما تجيب عليه 
نظرية الباقي . 


١-5‏ نظرية الباقي 

تفرض أن م2 نقطة متفردة للدالة 4 واقعة في المنطقة الداخلية للكانتور المغلق 
اليبسيط وموجب الاتجاه ©. وبذلك فاته يوجد متسلسلة لورانت حول م2 ثل 
الدالة ٤‏ وهي : .- 
z0)"‏ -ع) مه 2= © . . . 0-1 


أي أن عه “مه -عامه_[ _ 2 دعة )2 [ 
كك 7 ا ت 
+ 7چ 1 ولع وي ِ »+ .... = dz‏ 1 ل 
a, J G2) dz +.‏ + عه J‏ مه + 


FY 


ما أن القوى الموجبة تجعل المكامل تحليلياً على مجال يحتوي المسار © فإن 

نظرية كوشي - كورسات تبين أن قيمة التكامل صفر لكل القوى الموجبة وكذلك 

القوى السالبة 1<إه| فإن إحدى نتائج نظرية كوشي تؤكد أن التكامل صفر. 
يبقى التكامل 

ا 

2-2 


وبتطبيق نظرية كوشي نستنتج أن : 


06-5... j 2) دعة‎ a, 
C 6 
0-5... j KD بهذم 2 دعل‎ 
2 
حيث إن ,_» معامل حد من حدود القوى السالبة في متسلسلة لورانت‎ 
التى تمثل الدالة. وهذا يوحى أن هذا المعامل ,_» يلعب دوراً هاماً في التكامل‎ 
ي م ي‎ 
: لذلك اعطي التعريف التالي‎ 
: ۱ تعريف‎ 
فإن 0-1 وهو معامل الحد‎ ٤ اذا كانت م2 عمثل نقطة متفردة معزولة للدالة‎ 
وبالرموز‎ 
(4-0) . . . Res (f, zo) = ره‎ 
هي نظرية كوشي للتكامل بلغة الباقي لذلك نعيد صياغتها‎ )۳ - ٠( المساواة‎ 
. لأهميتها‎ 
: ١ نظرية‎ 
اذا كانت النقطة م2 نقطة متفردة معزولة للدالة ؛ وكان © كانتوراً مغلقاً‎ 
وبسيطاً موجب الاتجاه يحتوي النقطة م2 في المنطاتة الداخلية فإن:‎ 


(مة dz = 2 ri Res (f,‏ (1)2 ل 6-..(65-ه6) 


۲ 


ولكن كيف يمكن إيجاد باقي الدالة ٤‏ عند النقطة المتفردة م2. وهي 
(م2 )٤,‏ 5٠۸8؟‏ . النظريات التالية تبين كيفية ذلك حيث تبدأ النظرية ۲ بايجاد 
ل ,5) 265 اذا كانت م2 قطباً بسيطاً للدالة ۴. 


نظرية ۲ : 
اذا كانت م2 قطباً بسيطاً للدالة ۴ فإن: 
Res (f, 2) = lim )2 - 2,) f (2)‏ ...1-0( 
البرهان: 
ما أن ,2 قطب بسيط فإن متسلسلة لورانت التي تمثل الدالة ؟ حول < هي : 
"م - 2) 3a,‏ = (1)2 
ويضرب الطرفين بالمقدار (م2 - 2) نجد أن: 
2-2( .= (1)2 م2 - (z‏ 
وبإيجاد النباية للطرفين عندما تقترب z‏ من م2 ينتج أن : 
ر_» = f(2)‏ له - lim (z‏ 
وحسب التعريف فإن: f(2)‏ لم - Res (f, zı) = lim (z‏ 
أما إذا كانت النقطة المتفردة قطباً من الدرجة 8<1 فإن النظرية التالية تبين 
كيف نجد (مة )٤,‏ ۴65 . 
نظرية 7: 
إذا كانت م2 قطباً من الدرجة 2<1 للدالة ۴ فإن: 
1 


(a-1) 
(¥ - 7) . .. Res (f, نت‎ = lim 6-1 "(مه-2] ج22‎ f(2] 


20 


ارا 


البرهان : 
ا أن م2 قطب من الدرجة 2<1 للدالة ٤‏ فإن متسلسلة لورانت لهذه الدالة 
حول ,2 تأخذ الشكل: 


“-_)a-1( 
+ ا لتك‎ + ay + «, (ZZ) +... 


2-2 ")2- چ 
وبضرب الطرفين بالمقدار ”(م2-2) نحصل على ما يلي : 


' 2-2) ره ++ (2-2) ىده + ره = (1)2 )z-z,("‏ 
“2 -2) به + "(2-2) ره + 








f(z) = 


وبالاشتقاق المتكرر (1-م) مرة نجدة أن : 
+2 -2) يه ae r _ -20" 1)2([ = )n-1(! _, + n!‏ 5-5 
a, (2-2) +...‏ ا + 
وبإيجاد النهاية للطرفين عندما تقترب 2 من م2 فإن: 
a,‏ الاجم = ])1 y-2)"‏ اا lim‏ 
وحسب التعريف فإن : 
n>1.‏ ,[(1)2 “(م- 8 مطاف ال Res (f, zy) = a_, = lim DI‏ 
وهذا ينهي إثبات النظرية . 
مثال :١‏ 


جد قيمة ((2 ,؟) ئه للدالة : 
2+2 


لسيه = (1)27 
)1 +7( 2 َّ 


الحل: 


2+2 
يمكن أن نحلل مقام الدالة : = f)‏ 
١‏ ي z” )z-( )z+(‏ 2 
Z+2‏ 
يما أن : 500 
~i) f(z) 2 (z+)‏ 
تحليلية عند =< فإن 1-,2 قطب بسيط للدالة وكذلك ا أن: 
eS 2+2‏ 
لجست کر( 2-1 
(2-1) 22 


تحليلية عند ¡ - = ,2 فإن 1 - -ر,2 قطب بسيط كذلك للدالة. ولكن با أن: 


2+2 
22+1 





= (1)2 22 
تحليلية عند 0-,2 فإن 0-,2 قطب من الدرجة 2 للدالة. 
وبتطبيق النظرية ۲ والنظرية ۳ نستنتج أن: 


Res (f, i) = lim (z¬) f(z) 


: Z+2 
= lim 2 
2 (z+ 


+ + 





Res (f, ~i) = lim (z+) f(2) وأن:‎ 


(ف- ع -( 2 lim‏ ص 


2 )z-( 





أما عند القطب الثالث فإن: 


Res (f, 0) 


]® “دسم a‏ جد هنا 


/ 


1 0 242 
0 dz ( 27+1 ) 
1+ج22-4-‎ 
0 0 221 


لل 
0 


النتيجة التالية تلعب دوراً هاما في إيجاد باقي الدالة التي تتكون من كسر 


نتيجة ٤‏ : 
نفرض أن ٤‏ وع دالتان تحليليتان عند النقطة م2 فإذا كان 0 < (م2) ٤‏ بين م2 
صفر بسيط للدالة ع فإن: 


(^-1) . . . . Res (h, 24) = ا‎ 


حيث إن : 5 = )2( h‏ 





: البرهان‎ 
للدالة ط وحسب النظرية ۲ فإن:‎ 
Res (h, zy) = lim (z-z,) h )2( 


_ 
5 8(2) ) 


Z2 





ويما أن 0 = (2) ع فإن: 
lim f(z)‏ 
(م2) 8 - (8)2 8 
و2 ¬ Zz‏ 


Res (h, zy) = 


وبما أن كلا من الدالتين 4 وع تحليلية عند م2 (وهما بالتالي متصلتان) فإن: 


Res (h, z) = 120 


(20)'ع8 
وهذا ينبي إثبات النظرية . 
مشال": 
جد قيمة (2 ,4) 25 للدالة : 
tan 2‏ ع f (z)‏ 
الحل: 
يما أن 2 هذه و2 وء تحليليتان على كل الأعداد المركبة فإن: 
sin 2‏ 
يم = (1)2 
تحقق شروط النتيجة ٤‏ حيث إن : ايه 


اذا وإذا فقط #[ ىك + | = 2 حيث « عدد صحيح وما أن: 


5 1 5 1 1 ١ 
- si [n + |= 10خ - وز +( وم‎ 


فإن : 1~ = 2 > 3 
سک 
n+ 7)‏ 


1 و‎ 
ر‎ 
cos (nF 2 


FY 


لكل عدد صحيح 8 

النظرية التالية تمكتنا من إيحاد قيمة التكامل إذا تواجد أكثر من تقطة متفردة 
واحدة في المنطقة الداخلية مسار التكامل . 
نظرية ه (نظرية الباتي) Resid»e Theorem‏ 


إذا كاتت التقاط ر .....رة ,< نقاطاً متفردة للدالة التحليلية ؛ واقعة قي 
المتطقة الداخلية للكاسور المغالى البسيط موجب الاتجاه 6 قإن : 


“-D..- J de = 2i Z Res (f.2) 
: الرهان‎ 


لتكن ,© ...بي € دوائثر مراکزھا ے2 .....ي2 ,< على الارتيب» ليست 
متياسة أو متقاطعة وواقعة في التطقة الداخلية للمسار © وكذلك موجبة الاتحاه ‏ 


ليكن 8 الكاتتور الذي يحيط بالمنطقة التي تقع داخل الكانتور © وخارج 
النوائر © ...مي ٥C‏ كيا سین الشكل - ١‏ -: 


ويتطبيق إحدى نتائج كوشي - كورسات فإن : 
Irma f rma‏ -0-ع 0 
ويتطبيق نظرية ١‏ أعلاه قإن: 
Res (t2)‏ .21 -عة J {O‏ 
وعليه فإن: 
J e) dz = 2ri- > Res (20‏ 
وهذا ينبي إثبات النظرية. هذه النظرية تسمى نظرية كوشي للباقي . 


FTA 





)١( شكل‎ 


شال ۴: 


جد قيمة التکامل f(z) dz‏ 1 


إذا كانت 


zt 
- قي الحالات التالية‎ ٤ )( = a 


1 
د © هي السار -2 = 


ب - ع٣‏ هي السار ل - م 


ج- ع هي السار لل = إنبها 
5= © هي السار 2 = [2ا. 


هد © هي المسار 1 = |2-ع|. 


الحل: 
يما أن المسار© في (أ) يحتوي فقط القطب من الدرجة الثانية 0 = <y‏ في 
المنطقة الداخلية.له فإن: 


Î f(z) dz = 2 ri Res (f, 0) 
€ 
فإن:‎ ١ وبالاستفادة من مثال‎ 
عه ل‎ 2.1 
© 


أما المسار في (ب) فإنه كذلك يحتوي القطب البسيط 1 = 2 في المنطقة 
الداخلية له وبالاستفادة من مثال ١‏ فإن: 


Jf) dz = 27i Res (ED 
= )-2 7-21 


وكذلك المسار في (ج) يحتوي القطب البسيط 1 - = 2 وبالاستفادة من مثال 
١‏ فإن: 


j f(z) dz = 20 Res (f, — i) 
2 


= 2r ¬ Fi) 


أما المسار في الفرع (د) فإنه يحتوي الأقطاب الثلاثة وبالتالي فإن النظرية ه 
تؤكد أن: 


۳4 


1)2( dz = 201 {Res (f, 0) + Res (f, i) + Res (f, -(} 
= 20 )1- ج‎ + -13( 
=0. 


لاحظ أن قيمة التكامل صقر على المسار ©: 2 = إعإ بينها الدالة ليست 
تحليلية عند ثلاث نقاط تقع في المنطقة الداخلية للمسار. 


نترك إيجاد قيمة التكامل في الفرع (ه) تمريناً للقارىء. 


£1 


١ - 5 ارين‎ 


. 5 )۴, z( جد ثم صتف النقاط المتفردة للدوال التالية ثم جد‎ -١ 


f) =z ° -sinz ب‎ f) أ عللى . 22 ل‎ 


cosh z 1-6‏ -1 
بد ء» دسي م 
2 2 





هد = او هي = 
z(z + 8( 2‏ 

1)2( =z * -secz f)z( = ° ر‎ 

دہ 2-< ح- 


- جد قيمة كل من التكاملات التالية: 


أ كي إن :3 - إط 


© .ع‎ (z2 +4) 


C, j‏ :2 = بم 


“(-ج) ج 6 


7 


2n 


2-2-2 دك ,0 :1 - 2 - 
(2-33) “(2-2) 2 0 ۴-2 


جد قيمة التكامل : 


1 
2 ممه e”‏ ل 


فی الخالات: 


Cpf{=1 -_‏ 
بد C:k-2j=1‏ 
أعط مثالا لدالة تحقق الشروط التالية: 

الدالة ۴ ها ثلاث تقاط مغردة في المنطقة الداخلية لكاتتور مغلق 
ويسيط وهي تحليلية على محال يحتوي هذا الكاتتور (ما عدا بالطبع النقاط 
الثلاث) ويكون 0 = ع (9 | . 
نفرض أن رة صفر من الدرجة 28 للدالة التحليلية ؟ بين أن الدالة 


58 = (2)ع لها قطب بیط عند <y‏ وأن 8< = (ية ,8) Res‏ ۔ 


في التمرين السايق إذا فرض أن م2 تقع قي المنطقة الداخلية لكانتور مغلق 
ويسيط وموجب الاتجاه © وأن ٤‏ تحليلية على مجال يحتوي هذا الكاتتور © 


جد قيمة : 


))۴ 
و ل 


إذا قرض أن م2 نقطة متفردة لكل من الدالتين 4 وج برهن أن: 
0ر2 Res (g,‏ + (مة Res (f,‏ = (ية Res (f+g,‏ 


بقرض أن (2)2 كثيرة حدود درجتها على الأكثر 2 فإذا كانت » و8 ول 
أعداداً مركية ختلفة وكانت: 


Pr 


22 


بيد و 
ea) (2-8) 2)‏ 27 
فيرهن أن : 
أ حم يد = A = Res (f, a)‏ 
(-») (8-) 
P(8)‏ 
بل للا ل > (ق8 B = Res (f,‏ 
TES‏ و 
P(y)‏ 
ج = C= Res (f, YJ‏ 
“e G-D‏ 7° 
ثم 0 آن: 
__P AA, BE‏ 
د (z-a) (2-8) (2~) za 2Ê‏ 


184 بفرض أن (2)2 كثيرة حدود درجتها على الأكثر 2. فإذا كانت : 
(2)2 


لسلا بج مم 2 f)‏ 
)2-8 م 20 


حيث إن » و8 أعداداً مركبة مختلفة فبرهن أن: 


A B 6 
{= مجه‎ * »- ` ©-8( 


A = Res ((z-o) f(2). a), 
B = Res (f, a), 
C = Res (f, B). 


{€ 


ات 


~۲ 


بفرض أن ,2 صفر بسيط للدالة 4» برهن : 
أ- ,2 قطب من الدرجة 2 للدالة: 
1 


يا تن اد 
(REF‏ ` 


يج ن 
(م) ۳ - 
Res (g, 2) =‏ 
e.2) = Te‏ 
ج- بين أن م2 - قطب من الدرجة 2 للدالة ع وأن: 


Res (g, - 20( = - Res (8, 22( 


1 
بين أن: 





1 e” 
ا‎ dz = 1 — 5م20‎ Ft + 2 cos )2 7 0 
21 °c ج طم‎ 


حيث إن © تمثل الدائرة 8 = إعا بالا تجاه ا موجب» 


ګ ١‏ 
بين إن 


1 dz -1 


REET 2‏ سس 
2 1+3 76 286 


حيث إن ٣‏ هوالمستطيل المكون من 2 + = : ,0 = ,1= ر بالاتجاءه 
ا موجب . 


0 


: التكاملات المعتلة‎ ۴-١ 


نفرض أن الدالة ؛ متصلة على الفترة (ته ,ة] فإن التكامل المعتل هذه الدالة 


هو: 
f(s) dx‏ ل 
وإذا كانت ٤‏ متصلة على الفترة إا ,»- ) فإن التكامل المعتل لها هو: 
عة J f0)‏ 
ويمكن أن يأحذ التكامل المعتل الشكل التالي: 
jf x‏ 


إذا كانت الدالة 4 متصلة على القرة (ه ,-(. 


ويقال أن التكامل عة ٤)×(‏ ل تقاربي ويأخذ القيمة العدد الحقيقي 1 إذا وإذا 
فقط تحقق الشرط: 


06٠١ ند‎ ...1- im )1ل‎ dx 


وبالمثل يقال عن التكامل 35 (42 أ أنه تقاربي ويأخذ القيمة العدد 
الحقيقي 1 إذا وإذا فقط تحقق الشرط. 

f f(x) dx‏ هذا -1 ... رح كلم 

وإذا كان عق ٤)(‏ أ تقاريياً ويأحذ القيمة ,1 وكان التكامل عق (1 ل 

تقاربياً ويأخذ القيمة ,1 فإن التكامل عل (*)4 أ يكون تقاربياً ويأخذ القيمة 


۴E 


1 + ,1 =1. كذلك اذا كان التكامل عق ()4 __ أ تقاربياً فإنه يأخذ القيمة 1 
حيث إن : 
lim f) dx‏ -1... 5-3 
وهذه القيمة تسمى قيمة كوشي الرئيسية للتكامل وبالرموز: 
J f(x) dx‏ سنا = OT-Y 57. f) dx‏ 


ومن الجدير بالذكر أنه يمكن أن توجد قيمة كوشي الرئيسية للتكامل دون أن 
يكون التكامل نفسه تقاربياً كا بين المثال التالي : 


مثال 4: 

إذا كانت × = (10 فجد قيمة كوشي الرئيسية للتكامل جه (؟ ”ل ثم بين 
ما إذا كان هذا التكامل تقارياً آم لا. 
الحل: 


قيمة كوشى الرئيسية لهذا التكامل هى : 


P.V. J f0 dx = سنا‎ j Fax 
3 1 لعي‎ 
ê |, 
=0. 
: ولعرفة كون التكامل تقاربياً آم لا تجد قيمة‎ 
3 ديم 1 ين _ ا4ے 1 و‎ 
jx dx = lim 4 x = م = 1 4 سنا‎ 


وهذا يبين أن التكامل ليس تقاربياً. 


كذلك يجدر ينا أن ننوه أنه إذا كانت الدالة زوجية (أي تحقق 
(«)؛ = («-)1 لكل عدد حقيقي 2) فإنه إذا كانت قيمة كوشي الرئيسة للتكامل 
موجودة فإن التكامل نفسه يكون تقاربياً لنفس القيمة وهنا يتحقق ما يلي : 
f fax‏ لط دعة اول 04-D...‏ 
سنبين كيف يمكن أن نستفيد من نظرية الباقي لإيجاد التكاملات المركبة في 
إيجاد قيم أنواع خاصة من التكاملات المعتلة . 
نفرض أن الدالة ٤‏ نسبية أي : 


8 العنة‎ 
)٥-٦( ... 18( = 06) 


حيث إن (2)5 و (×)© كثيرتا حدود بحيث إن 0 < (×)0 لكل عدد حقيقي 
×. فإن أقطاب الدالة (5)2 إما تكون واقعة في النصف العلوي أو النصف 
السفلي من المستوي . نفرض أن ,2 ,...ر< ,= هي أقطاب الدالة ٤‏ الواقعة في ٠‏ 
النصف العلوي من المستوي المركب. فإذا كان المسار ٣‏ مكون من جزئين 
النصف العلوي من الدائرة و :© > 6 > 0 ,260 = 2 والخط المستقيم 
الواصل بين 1- و ۸ بالاتجاه الموجب کا يبين الشکل - ۲ - 
ونفرض أن ۸ تكفي لأن تكون جميع الأقطاب في النصف العلوي واقعة في 
المنطقة الداخلية للكانتور © فإن نظرية كوشي للباقي تؤكد أن: 
1 = (ية f(2) dz = 28 Z Res (f,‏ ل 05-3 
وبالتالي فإن قيمة التكامل كمجموع تكاملين . 
f(z) dz + ٣ f(x) dx‏ 3 =1 
ويما أن الطرف الأيسر لا يعتمد على قيمة ۸ كلما كبرت ۸ فإن: 


7-5 ...1- lim J, 2 dz + lim ل‎ f(x) dx 


BR 


FEA 





شكل (۲) 


وهكذا يتبين أن فيمة كوشي الرئيسة للتكامل »لك ٤)×(‏ ”أ تعتمد على 
التكامل المركب. 


عه( ل هنا ... حمل 


فإذا كانت کک ۰ 0 يديا اي 5 ل 


إذا كانت 0 < (×)© لجميع الأعداد الحقيقية × وكانت: 
deg 0 =2 + deg P‏ 


۳4۹ 


قإن: 
٥‏ س o...‏ 


حيث إن ٤=‏ وأن ي٥‏ نصف الدائرة العلوي بحيث بحتوي كل 
أقطاب الدالة ؟ الواقعة قي النصف العلوي من المستوي المركب. 


البرهان : 
تبين لتا أثناء يرهان النظرية الأساسية للجبر أن : 


î 


|د 


> @ ا 
حيث إن © عمف = ه ومن ذلك قإن : 


2 1 1 
3 < 1-1 لها 


وعليه فإن: 


ةي اهم ہے 
oo >‏ ٣ا‏ 
فإذا كانت 2 كبيرة نسبياً ويالتالي قإن إ#إ تكون كبيرة نسبياً فإنه يوجد عفد 
تابنت 16 بحيث إن : 
03-١9 . . . PEN > Kf‏ 


حيث إن © عمل = ص وعا أن ۾ > 2 + ص فإن: 





' 2K lz" 2K 
(fY- %) . . . f(z) = م‎ < R3 


F0 


وبالتالي فإن : 
ع2 : 
> إن دل | 
ويأحف العباية عندما ۸ تزداد بدون حد فَإن: 
im ) 2 2-0‏ 
خا ع 
ويلك تكون قد وصلنا لإثيات التظرية التالية كذلك: 
نظرية /1: 
بنا كانت - لك = 2 بحيث إن: 





)0 
deg Q < 2 + deg P‏ 
وكانت 0 < (0)2 لجميع الأعداد الحقيقية فإن قيمة كوشي الرئيسة للتكامل 
٤)( >‏ أ موجودة وهي : 


07 لد‎ -..P.V. f f) dx = 2 xi Z Res (f, 2) 


حيث إن ,2 ,...,ر< ,= هي أقطاب الدالة ۴ الواقعة في النصف العلوي من 
الستوي الركب. 


مثال :١‏ 
جد قيمة كوشي الرئيسة للتكامل المعتل: 
1 +26 
الحل: 
بملاحظة أن درجة المقام أكبر من درجة البسط بالعدد 2 على الأقل وكذلك 


fet 


كثيرة الحدود في المقام ليس لها جذور حقيقية فإن شروط النظريات السابقة 
متحققة لذلك فإن قيمة كوشي الرئيسة لهذا التكامل موجودة وهي : 


ح 2+1 
(f‏ 20 2نم 2 ع عن ل لامشب Vf‏ 
اا كك )9+ lL (+4) (x‏ 


لذلك نجد أقطاب الدالة الواقعة ف النصف العلوي من المستوي وهي : 


Z = 2,31‏ 
1 + 22 
فإذا كانت : gğو‏ = (1)2 
(z7 +9)‏ )4 + 7( 
وحيث أن هذه الأقطاب بسيطة فإن: 
Res (f.2) = lim 6-2092 = im Z1‏ 
)z+ 2( )z + 9(‏ مه 
2١ )+ - 2‏ الجبرت 
4i )5( 5 20 ['‏ 
وكذلك فإن: f(z)‏ )3 - ج) Res (f, 3) = lim‏ 
6i‏ + 1 1 +22 [ 
ال ا ت lim o‏ = 
)z + 3:( (-5) 6i -‏ (4 + *ے) قمع 
.1 1 
:30 5 8 5 
ويهذا فإن قيمة التكامل هي : 
dx = 21+ i 1 + 5 (‏ و[ P.V.‏ 
اف 8 
ا 


مانا 


يمكن توظيف أسلوب إثبات النظريات السابقة لايجاد قيمة كوشي الرئيسة 
لتكاملات معتلة ليس فيها المكامل بالضرورة دالة نسبية (حاصل قسمة كثيرتي 
حدود). كما يشير المثال التالي : 


مثال :٦‏ 
جد قيمة كوشي الرئيسة للتكامل: 


1 و‎ dx,n Z2 


@‡14 »- 
الحل: 
بايجاد أصفار المقام نجد أقطاب الدالة : 
e” =0‏ +1 


ومن ذلك فإن: 
nz = log )-1( = (2k + 1( ri,‏ 
k =0, F1, F2,...‏ 
وعليه فإن أقطاب هذه الدالة هى : 
1 +21 


Z = rik =0, F1, F2,... 
n 


لذلك فإن هناك عدداً لا نبائياً من الأقطاب مما يجعل الكانتور المكون من 
نصف دائرة وقطعة مستقيمة في النظرية ۷ لا يصلح لأنه لا يوجد دائرة نصف 
قطرها عدد حقيقي تحتوي هذه الأقطاب جميعها لذلك نأخذ الكانتور © في 
الشكل (7): 
حيث إن © مكون من: ,© ,© ,ر٥ ٥,‏ 
© + ب + C=C, + Cy‏ 
ليكون موجب الاتجاه. 


ror 





شكل (") 


فيكون التكامل كما يلٍ: 
e7 e7 e‏ 
1+@Pz 2F‏ ب 0 1+ePZ‏ ب ع +1 


C 
تع‎ e7 
+ ع‎ dz + f, س‎ e 





لنحاول الآن إيجاد قيمة كل من هذه التكاملات . فإذا بدأنا بالكانتور ,° 
فإنه يمثل بالمعادلات الوسيطية . 
2 > ع« ع 2 - ,ز0 + ع ع 2 


(EV... ل‎ Dz = J 5 


أما الكانتور الثاني ر٣‏ فهو الا + z= R‏ و25 5 ( > 0 وبالتالي فإن 
ذلك = عل فتصبح قيمة التكامل كما يلي : 


dx = I, 


آم e‏ 
1 20 3 
dy 1‏ اام ھی + 1 | ب | 7 f(2)‏ / | 


نان 


وما أن : 











1 ی = 1 ۔ |ام | < e e™‏ + 1| 
وكذلك : 
*ى > |iee|‏ 
فإن: 
R‏ 
RT = eR‏ > إن | 


وبأخذ النہاية للطرف الأيمن عندما تزداد ۸ دون توقف وبا أن 1 < م فإن: 
0= عه (e-0... lim J, f‏ 
وبالمثل يمكن إثبات أن : 
0= 2 يل lim‏ ...5-3 
يبقى أن نجد التكامل على المسار و0 المعرف بالمعادلات : 
2=Xx+27ri,-RSXx > 8‏ 


وعليه فإن ×ل > بك ومن ذلك ينتج أن: 


x 2ri 
R € € 
O و حستكت‎ 
9 1+e e 





R e= 
- 7 م1‎ dx =I, 


وبتجميع النتائج 2784-5 5 ۲١‏ 11-5 و٦‏ - ۲۷ ينتج لدينا بعد أخذ 
النهاية للطرفين عندما تزداد ۸ بدون توقف أن : 
f(2) dz =2 lim I,‏ 


oo 


وبالتالي فإن قيمة كوشي الرئيسة هي : 
کم 
"1+8 





PV. f dx = lim Iq = لك‎ f f(2) عه‎ 
Row c 
وبتطبيق نظرية كوشي للباقي فإِن:‎ 


35 الى‎ . 1 
P۷. عد‎ dx = 7i ي2‎ Res (f, 2) 





وبما أنه يوجد فقط قطب بسيط واحد وهو¡ 2 =2 في المنطقة الداخلية 
للكانتور © فإن: 
1 ين 5 e”‏ 5 
P.V. J, Tre dx = ri‘ Res (f, 1‏ 
وبما أن الدالتين *م و ٠"‏ + 1 تحليليتان وتحققان نتيجة ٤‏ فإن: 


rin 





Res (f 2 15 يي لطم‎ 
2 (1 + (""”م‎ (rin) 
(in) 
e 1م‎ 1 
5 («لذهاى _ د‎ 
ne 11 
. e” rie™ 
P۷. دين کج‎ = 


دهم 


جد القيمة الرئيسة لكل من التكاملات التالية : 


2 
نا‎ xX 


١‏ يديه 
(x +97‏ 0 


2 
لآ‎ XxX +1 dx 0 


0 4 


x +16 
2 
5 01 


"(x +4) )+1( 


“٤‏ ا 


4 + 2-2(2ج) » 


۵ چ ا 


° (x”+4x+8) 


2 
امه‎ XK - 1 3 
° 2+1 
بين أن:‎ -۸ 
- 1 7 
Vg RE SD 
6 (x“+a^) (x +b” ab (a+b) 


ov 


و 
۹- بين أن: 


ax . 0 ووه‎ 

e 2me 7 
(X= للد‎ 2 
2781 

1-6 





ل .م 


x 


1+e sin a 7F 


0<a<1 
وذلك بفرض أن الكانتور © مكون من أضلاع المستطيل الذي رؤوسه‎ 
بالاتجاه الموجب.‎ -R, 2, R + 2 Fi, - R + 2 النقاط 1ج‎ 
بنفس أسلوب التمرين السابق جد قيمة:‎ - ٠ 
ھم‎ 


Ia حم‎ 
cosh 7 x 


وذلك بفرض أن الكانتور مكون من أضلاع المستطيل الذي رؤوسه 
النقاط : 
RHi, — RHI‏ ,2 ,8 - 


على الرتيب بالاتجاه ا موججب . 


eA 


"٠‏ التكاملات المعتلة والتكاملات المثلثية: 


نبحث نوعين من التكاملات: الأول يتضمن تكامل معتل لدالة تتكون من 
جزئين دالة نسبية 3 = ٤)×(‏ ودالة مثلثية. والنوع م يتضمن دوالاً 
مثلثية فقط . بفرض أن(2)2 و (×)0 كثيرتا حدود بحيث إن الدالة لل = f‏ متصلة 


0 
على الفترة ( ,مه -) . التكامل الأول من النوع : 


(A= TV) < .. Î, f) cos n x dx = 1 3 cos nx dx, 








sin nx dx 


(4-7) . e f(x) sin nx dx = E ا‎ 


وسنبين أن كلا التكاملين ٦(‏ - ۰)۲۸ (5 ۔ ۲۹) يمكن أن توجد قيمتيها في 
آن واحد وذلك بملاحظة أن x‏ ه e = cox ox + ¡i sin‏ تؤدي إلى : 


1O cos nx dx + i f, f(%) sin nx dx‏ يد dx‏ “ته JOD‏ ...)1 لم 


)۲۸ - 5( فيصبح التكامل‎ 
I-V... J. (® cos ox dx = Re. (J, 160 ©" dx) 
)۲۹  5( وكذلك يصبح التكامل‎ 
كم‎ J, 00 sin nx dx = Im * ) £0 e” ax) 
)۳١ - 1( لذلك علينا أن نبحث عن قيمة كوشي الرئيسة للتكامل‎ 
P.V. f” f(x) e dx 


۳۹4 


فإذا فرضنا أنه لا يوجد أقطاب للدالة ۴ واقعة على خط الأعداد الحقيقية (أي. 
أن 0 # («) © لجميع الأعداد الحقيقية ×) لتكون جميع أقطاب الدالة ‏ واقعة إما 
في النصف الأعلى أو النصف الأسفل من المستوي» فإذا فرض أن المسار © 
مكون من جزئين: نصف الدائرة العلوي م0 التى نصف قطرها ۸ والقطعة 
المستقيمة التى تصل بين ۸ و۸- بالاتجاه الموجب بحيث إن ۸ تكفي لأن 
تكون جميع أقطاب الدالة ؟ واقعة في المنطقة الداخلية للكانتور © كم ين 
الشكل ٤‏ -. 

وبتطبيق نظرية كوشي للباقي فإن: 


J f)z( اول "م‎ = 27 2 Res (g8, z,) =1, 


=1 


f(z) e7‏ = (2)ع 





)٤( شکل‎ 


حيث إن ے2 ,...,ر2 ,< تمثل أقطاب الدالة ٤‏ في النصف العلوي من المستوي 
امركب. 


۳۹۰ 


ومن ذلك روا أن F[‏ ,1 -] + م0 = ©) ينتج : 
ظ f(z) e dz = J f) e dx + f)z( e” dz‏ 1 
ويا أن الطرف الأيسر لا يعتمد على ۸ فإن أخذ النهاية للطرفين عندما تزداد 
۸R‏ بدون توقف ينتج : 
I= lim J 100 e dx + lim J, f2) e™ dz‏ 
فإذا تحقق أن : 
lim J 2” dz =0‏ 
فإن 
lim f, f() e dx:‏ 
موجودة وبالتالي فإن : 
Res (8, 2)‏ 2 2 = 1 = بن ع ...P.V. J, f)‏ شري 
حيث إن 24 ,...وية ,2 أقطاب الدالة 
م f(z)‏ = )8(2 
النظرية التالية تبِينُ الشروط التي تجعل: 
lim J, 1 e” dz - 0‏ 
نظرية ۸: 
إذا كانت 0 * (×)0 لكل عدد حقيقي ×» وتحقق الشرط 


deg Q < 1 + deg 2 


نقض 


حيث إن : 0 = 1500 فإن: 
Him J, 12) e™ dz = 0, n > 0.‏ ...غم 
الرهان: 
بالاستفادة من برهان نظرية ٦‏ وبا أن : 
deg 0 < 1 + deg 2‏ 


فإنه يوجد عدد حقيقى موجب وثابت × قق 


چ > سيق |- اهم 


ومن ذلك وبفرض أن 2 تقع على م© حيث أن “26 = 2 ,» > ) > 0 فإن: 
ا > |" )2| 


> 


25 
0 
- 

۸ 
// 
لت 


)۳٤ - ٦( التكامل‎ 


- 1 —nR sin t 
- 6 


° R 


بن ؟ عاك “3 <K Je"‏ 








< إعه (J, f) e”‏ هم 


ولإنباء البرهان نبحث عن قيمة تحد التكامل على الطرف الأيمن من هذه 
المتباينة الأخيرة» ومن خصائص الدالة ‏ هذه أنها تحقق المتبايئة : 
رن 


sin t > h(t), 0 St < 2 


حيث إن (ا)1 يشل الخط المستقيم الواصل بين (0,0) و(1, 3( لذلك فإن 
2 
h(t) = 5 1‏ 


1Y 


MS <O 
Tr 2 
وبالاستفادة من تمائل ۲ هذه حول ل - ؛ فإن:‎ 
fe ‘a= 2 fre a 
<2 fe "ûf 


[ 1 م] کے > 


nR 
ومن ذلك فإن:‎ 
~aR sin t TT —ouR 
fe دين‎ © 1-e [ 
: نحصل على‎ )۳۵ - ٦( وبالتعويض في‎ 


nzi Kr r, _ „-aR 
| J, f2 عه‎ | > 7 [1 e 1 
وبأخذ النهاية للطرفين عندما تزداد ۸ بدون توقف فإن:‎ 


lim f f)2( e dz = 0 


R= °C 
. وهذا ينبي إثبات النظرية‎ 


ونكون بهذا كذلك قد أثبتنا النظرية التالية . 


نظرية 9: 


إذا كانت = (2)؛ بحيث إن: 


P(z) 
Q(2) 
deg 0 > 1 + deg p 


يلض 


وكانت 0 < («)0 لكل عدد -حقيقي × فإن قيمة كوشى الرئيسة للتكامل 


: موجودة وهي‎ I f(x) e” dx 


(I-V ...P.V. 1 f(x) عرق م‎ = ri2 Res (8, Z,) 


حيث إن ے2 ,...,ر2 2,5 تمشل أقطاب الدالة ”هج ۴)z(‏ = )8(2 الواقعة 


النصف العلوي من المستوي المركب . 
مثال ۷: 
جد قيمة كوشي الرئيسة للتكامل : 
xX‏ 518 ع » 
7 
الحل: 
بما أن 0 المقام أكبر من درجة البسط بواجا عل الأقل وكذلك لا و 
أصفار حقيقية للمقام فإن شروط النظرية السابقة متحققة مما يؤكد أن قيمة 
كوشى الرئيسة للتكامل. 
xe d‏ 0 
GX‏ .س 
0+( م 
موجودة وهي : 


xe 2‏ ت 
ri 2ı Res (8, Zz)‏ 2= جd‏ پپپ P.V.‏ 
(x +1) 5‏ 


حيث إن ۾ 2.١‏ = هي أقطاب الدالة : 


= مسب‎ E 


الواقعة في النصف العلوي من المستوى المركب. 
وبفرض أن 0-(25+1) فإنه يوجد قطب من الدرجة 2 لهذه الدالة هو 1 
لذلك تكون: 


Res (g, i) = lim م‎ [(z-)” g(2)] 
1 dd ze” 
ا ا‎ 


(z+) {zie + e} +ze“ ٠.2 (z+) 
مك و عي ا ا ا‎ 





5 (z+) 
~4 1ے‎ 
16 46 
ومن ذلك ينتج أن:‎ 
ب << ماوع اس‎ 1 
ل‎ dx .سداد‎ {2m qe} 
کڪ‎ 
` 2e 
لاحظ كذلك أن:‎ 
مدعه پس ليم‎ 
` (x +1 
. أعط تفسيراً لذلك‎ 
:۸ مثال‎ 
. جد قيمة كوشي الرئيسية للتكامل‎ 
3 COS X 
° x +2x +2 


1o 


الحل: 

بما أن درجة كثيرة الحدود في المقام أكبر من درجة كثيرة الحدود في البسط ولا 
يوجد أصفار حقيقية لكثيرة الحدود في المقام فإن الدالة تحقق شروط نظرية 4 
لذلك فإن قيمة كوشي الرئيسية للتكامل. 


20 
€ ص 


2ه 


XxX + 2x +2 


dx 





موجودة . 

ولإيجاد تلك القيمة نجد أصفار المقام وبفرض أن: 0 = 2 + 22 + ”2 فإن: 
47 4) + 2- 
ب 

وبالتالي يكون الجذر أن الأول والثاني هما: 


11 1ك 2 


z= -1-1 


من الواضح أن القطب الذي يقع في النصف العلوي من المستوي المركب 
هو 1 + 1 - = ,2 وبالتالي فإن: 


P.V. J gy dx = 2271. Res (8, Z,) 
XxX +2x +2 


وبما أن ,2 تمثل قطباً بسيطاً للدالة ع فإن: 


Res ره)‎ 2) = lim (2-2) © 








ل a‏ 
(ي2-2)  )z-2,(‏ ^ 
اا رتم 

2 ¬ و2‎ 2i 


۳۹۹ 


COS X 





PV. dx = Re {ge (cos1 — i sin1) 
همه‎ × + 2+2 1 
7T cos 1 
€ 
: وبالمثل : نستنتج أن‎ 
ك‎ sin x 
PV كسس‎ = Im. {re (cos1 - isin 1)} 
1 «+ 22+ 2 
- 7 sin 1 
6 


ليست سهلة الحل بالطرق التقليدية المعروفة للتكامل تساهم نظرية كوشي - 
للباقي بإيجاد قيم لهذه التكاملات من مثل : 


(V-V.. fF (cos t, sin t) dt 


ولايجاد قيمة التكامل ٦(‏ - ۳۷) تحول الدالة (0هزة ,tیه)‏ ۴ الى دالة (1)2 
وذلك بفرض أن التكامل يمثل تكامل المسار على الكانتور €:7 2 > > 0 ,أدج 


وهو دائرة الوحدة وبما أن ٠“‏ = 2 فإن: 
E 7‏ 
(A-1) ...cost= 2 )2 +2 ),sint= 2i )2-2(‏ 
وبالتعويض من (5 - ۳۸) في ٦(‏ - ۳۷) نحصل على : 
ك 1 - 5 22 
٦( f F (cos t, sin t) dt = - 2 f(z) dz -‏ - ۳۹) 


ينض 


(6* - 7) ... 1)2( ع‎ F (cos t, sin t) 


= F(4 +2), 5-2 


ثم نطبق نظرية كوشي للباقي لإيجاد قيمة التكامل في الطرف الأيمن من 


.)۳۹ ۔‎ ٦( 
:٩ مثال‎ 

جد قيمة التكامل : 

n dt, 0< a <1‏ ر 
cost‏ 1+8 

الحسل : 

نجد قيمة (1)2 وهى : 

1 1 
کر ا حي = (1)2 


م 
1+a cost 1 +a 3 (z+ 2 (‏ 


em‏ مع مس 0 عه 1 5 .ل" 
وما أن 2 التي تقع على دائرة الوحدة © تحقق 37 7 فإن: 





2z 
1)2( = و‎ 
az + 2z +a 
)۳۹ ۔‎ ٦( ليصبح التكامل بالصيغة التالية وذلك حسب‎ 
28 01 2 f(z 
/ و )2( اي‎ 
1 + a أو‎ c 1 


۳۹۸ 


6 1 1 
e ال‎ 
1+2 cost a1 2م‎ - 2 + [1 


4r 3 
= a Res (£, 2 


حيث إن : 2 ,... ووه 2 أقطاب الدالة [1 + 2 + | /1 = (2)ع. 


ونه 0 دن 


الأقطاب هي : 
7 -4) ا _ 
2a‏ 
حيث إن 
1-2 +1-) = 


(تج- يه - 1-) 1 = ر2 


لأن الحذور حقيقية بسبب كون 1 >|23إ|. ولمعرفة الأقطاب التي تقع في 
المنطقة الداخلية للكانتور نبحث عن الأقطاب الي تحقق 1 > |2| ولذلك نجد 
حاصل ضرب الجذرين ر2 ,2 وهو: 


1= ي2 21 
ويما أن: 
V 1-2‏ +1 
1> 2 
فإن: 
1 
1 >» ب د دإج 
ا2ا 2 


۳۹۹ 








ومن ذلك فإن ,< فقط يقع في المنطقة الداخلية للكانتور. ويا أن ,< قطب 
بسيط للدالة فإن: 
1i 1‏ = 2 
ل es )8, Z2) = lim (z-z(‏ 
(ي2--2) (,2-2) ١‏ 
اك بعتن 
V1-a2‏ 2 21-2 
وعليه فإن: 
28 
2r‏ عن يتنك ا[ 
acost 1-2‏ +14 


۷۰ 


تمارين ٦‏ ۔ ۳ 


: جد قيمة كوشى الرئيسة للتكاملات التالية‎ - ١ 


cos a XxX 

أ ل 
xX +4‏ 

x sin X 


(x + 4) 


3. 
Xx SIn X 


(x + 4) (x + 9( 


2 5122 
dx, a < 0 5 


x + 9 


2 
X 05 aX 
dx, a < 0 هل‎ 


x + 2x + 2 
©05 X 


x + 4x + 5 


x Sin X 


5 محم لل 
(x + a)” + 6“‏ 


.ا 


8 


۲ - بفرض أن الدالة ‏ تحقق شروط نظرية ۷ وكانت الدالة معرفة بالمساواة: 


۴۷1 


g(z) = 7r f(z) cot (7z) 


فبرهن أن: 
CEE Doe eq =~ Res (8, 2‏ 
حيث إن ,= تمثل قطباً للدالة ؟ ,...,2 7 ,1 * ,0 = ه. 
اقتراح : 
أ بين أن (! ,ع) Res‏ = (1)؛ لكل عدد صحيح 1. 
ب - ونفرض أن الكانتور ۽ مكون من أضلاع المربع الذي رؤوسه 
(R + 1/2) (-1 +i), (R + 1/2) (+1 * i‏ 
بالاتجاه الموجب بين أن : 
dz = 0‏ (2)ع 5 lim,‏ 
بعد أن تبين أن 2 ]20 7 محدودة بعدد موجب ثابت. 
ج- ثم بالاستفادة من الخطوتين السابقتين بين أن: 
هه سمو - - a Zp‏ 
حيث إن »= قطب الدالة ؛ لكل عدد صحيح .K‏ 
۳ - تسمى الصيغة )٤١  5(‏ في التمرين السابق صيغة المجموع. بالاستفادة 
منها برهن ما يلي : 
coth 7 5‏ 7 := د 2 


ع 
وافرض أن رچ f(z)‏ 





ملاحظة : المساواة (5 - )4١‏ تبقى صواباً إذا فرض أنه يوجد أقطاب للدالة 
٤‏ عند أي عدد حقيقي . 


٤‏ - جد قيمة التكاملات التالية وذلك بتطبيق نظرية كوشي للباقي 


1 5 
أ 2+cost dt‏ و 
لاحظ أنه باستخدام العلاقة المخلثية ( - 7 2) ومع = † ومع يكن 





: إثبات أن‎ 
7 1 0 1 25 اك‎ 
2+ 051 و‎ 2+cost 
7 1 
بد ا‎ 
5 + 4 sint 
2# 1 
e 
(3 + 2 cost) 
26 sint 
ا نے‎ E ھے‎ 
a + b cost 


: cos 2t 
E ل‎ 
5 + 4 cost 
بن أن:‎ 060 
2n 2 2 ! 
ا‎ (cost)™ dt = ف‎ 
2" (n!) 


حيث إن 1 عدد صحيح موجب . 


۳۷۲ 


5- بين أن: 


a,b, <0‏ بك دين . ا 
ab’?‏ “مو 5 + a cost‏ ° 
iL‏ 
۷- بين أن: 
1 1 
IE EE E‏ 
asin t + bcos t + c Vv 2- (a+b)‏ 


لأي ثلاثة أعداد حقيقية © ,2,0 تحقق © > ط + ”4. 





إى] 
۸- بين أن: 
F 41‏ 
سكل = (nt — sin t) dt‏ وو ؟ تلتق ا 
n!‏ 0 
و۸ علد صحيح موجب . 
L3‏ 
۹- بين أن: 
2 
cos 2t dt -_ 2a 7‏ 1 
-1 م +4وم0 1-22 ° 


. [2| > 1 وحيث إن‎ 
ا برهن أن:‎ 
2 1 2 
e”* cos (2ax) dx = يت‎ Vg e 


اقتراح : جد قيمة تكامل الدالة ٠7۶‏ على الكانتور الذي رؤوسه 
ن+2- ,نه +28 -R, R,‏ ثم جد النہایة عندما تزداد ۸ بدون توقف ثم 
عوض بالحقيقة المعروفة التالية: 


Vr. 5‏ 1 حابوق أدج 8 


a4: 


5 - 4 التكامل على كانتور مثلم (مسئن) 


في البندين الثاني والثالث بحثنا في التكامل المعتل الذي تكون إحدى نبايتي 
التكامل أو كلاهما لا نهائية سلباً أو إيجاباً. وني هذا البند نبحث النوع الثاني من 
التكامل المعتل وهو الذي تكون الدالة المكاملة فيه متزايدة بدون توقف عند 
الاقتراب من إحدى النقاط في فترة التكامل. وإذا كنا أكثر دقة نفرض أن الدالة 
٤‏ غير معرفة عند العدد =× الذي يقع في الفترة [ط ,3]. فإن التكامل : 
(T-D... f f(0 dx‏ 
يسمى تكاملاً معتلاء (لأن * = )٤)(‏ . 
يمكن كتابة التكامل  5(‏ 57) كما يلي : 
b ¢ b‏ 
J fax = f f) ax + f f(x) dx‏ 
وحتى نجد قيمة (5 - 17) علينا أن نجد: 


(T-D... J 200 دعل‎ lim ل‎ f(0) ax 


44-37... إل‎ fax = lim f, f) dx 
فإن التكاملين‎ )٤٤ - و(‎ )٤١  ( فإذا وجدت النهاية في كل من‎ 
تقاربياً.‎ )47  5( عه 100 "] ,×۵ 1500 | تقاربيان وكذلك يكون التكامل‎ 
وما يجدر الإشارة إليه أنه يمكن أن لا يكون التكامل (1 - 47)» تقاربياً بينها‎ 
توجد النهاية‎ 
lim (5 f(0) dx + f f(0) dx) 
(نترك للقارىء التحقق من ذلك من خلال فرض أن لط = (٭))‎ 


Vo 


ولذلك نتبنى ما يسمى قيمة كوشي الرئيسة للتكامل وهي : 
P.V. f 100 dx =‏ 
lip {Jf Dax + J, 100 ax}‏ ...دم 
وبشكل أعم فإن: 
dx =‏ 100 .5.7 


(-Y .. م 0 سنا‎ dx + J 100 dx} 


¢ 


+0 


ولايجاد التكامل (5 - 45) نفرض أن E‏ = مم 
حيث إن (*)2 ,(0)0 كثيرتا حدود وإن: 

2 وعل + deg Q z2‏ 
وإنه يوجد أصفار بسيطة حقيقية للدالة (:) © وللبساطة نفرض أنه يوجد 
صفر حقيقي بسيط واحد فقط م2. نفرض أن المسار © مكون من نصف الدائرة. 
العلوي م0 :”26 = 2 ,» > ا > 0 والقطعة المستقيمة [5 - ,2 ,۸-] ونصف 


الدائرة العلوي 6 TM, 2= Zo + re":‏ << 0 والقطعة المستقيمة 10 [zg+r,‏ ف 
الاتجاه الموجب كا يبين الشكل التالي 


وبما أن الدالة = ٤)»(‏ تحليلية على © والمنطقة الداخلية له فإن 


نظرية كوشي كورسات تؤكد أن: 
dz = 0‏ )2( إل 5.0 -47) 
ومن ذلك ينتج أن: 
f) dz+ f, f) dx =0‏ ._ل + f(2) dz + f f(x) dx‏ 


۴۷۹ 





شكل (ه) 


وبالتالي يكون: 
dz‏ )كي f(2) dz — f‏ ل = dx + 1 f(x) dx‏ 100 17 
فتكون قيمة كوشي الرئيسة للتكامل المعتل هي : 
(A-1... P.V. j, f(x) dx‏ 
lim { I5 f dx + f f(x) dx}‏ = 
عه f(2)‏ يل lim‏ د f dz‏ عل lim‏ = 
وباتباع أسلوب إثبات نظرية ٦‏ يمكن إثبات أن : 


lim f(2) dz = 0 


ينتج لدينا 


05 ل ل‎ lig J f2) dz 
.) 194 - ”( النظرية التالية تبين كيف نجد قيمة التكامل الأيمن في‎ 
: ٠١ نظرية‎ 
: وكان ,© كانتوراً معرفاً با معادلة الوسيطية‎ ٤ إذا كانت ,2-2 قطباً بسيطاً للدالة‎ 


3 
وأ ك5 1ع رارع +2 2-2 0 


(مة f(2) dz = i (t, - t,) Res (f,‏ يلل هنا ... (5- 0م) 
البرهان : 
بما أنه يوجد قطب بسيط للدالة ٤‏ عند النقطة م2 


فإن : 
"لم2 -2) يه 2 f(2) > Eg‏ 


ونفرض أن "لم -2) يه 2 = (2)ع فإن ع تحليلية عند م2 لذلك فإن: 


g(Z) 2‏ ع[ +ع عل به = f(2) dz‏ 8 6..ل(1-5١ه)‏ 


وما أن (8)2 تحليلية فإنها تكون محدودة على القرص ۸ > إى2-2| وبفرض أن 
8 > ۲ فإنه يوجد عدد صحیح موجت × بحيث إن: 


| )ع ب[‎ dz| > K.L 


۴۷۸ 


حيث إن ا1 طول القوس © وبما أن + (,1-,)) = 1 فإن: 
dal > K (t,-t)r‏ ع ب[ 
وبأحذ النباية للطرفين عندما تؤول ۲ للصفر فإن: 


lim ب‎ 8)2) dz = 0 


ولكن وبفرض أن القوس ,© معرف بالمعادلة الوسيطيسة ,۲۵ + ر2 = 2 
ر << ب 


وبالتالي فإن : 





اد 
116 1 
Tel dt‏ ا = dz‏ 


(-را) = ال ا = 
وبالتعويض في (” - )0١‏ ثم أخذ النباية لطرفي المساواة ينتج أن: 


lim عل‎ 1)2( dz = a_, i (t~t) 


=i (t,~t,) Res (f, Zo). 
. وهذا ينبي إثبات النظرية‎ 
فتصبح (7 - 19) بذلك كما يلٍ:‎ 
7ه)‎ 5... 8.97. f 100 dx = i (t,-t,) Res (f, 2)) 
وما أن # = ر ,0 = ,ا في الكانتور ,© أعلاه فإن:‎ 


(o-1)... P.V. f, f(x) dx = ri Res (f, 2) 


۴۹4 


نكون بذلك قد أثبتنا النتيجة التالية : 
نظرية ١١‏ : 
إذا كانت 00 ت ٤)‏ دالة نسبية بحيث إن: 
deg Q z2 + deg P‏ 
وإنه يوجد قطب بسيط للدالة 5 عند ,2 فقط فإن قيمة كوشى الرئيسة 
للتكامل المعتل ×ل (×)۴ .أ موجودة وتوجد بالمساواة (” - 07). وإذا كانت 
AE‏ أقطاباً بسيطة حقيقية للدالة ؟ فإن: 
...P.V. j f(x) dx = ri 2 Res (f, 2(‏ 64-0( 
مشال :٠١‏ 
جد قيمة كوشى الرئيسة للتكامل المعتل : 
عه کی ل 
(2-1) (2-×) ه 
الحل: 
من الواضح أن الدالة م = )1 
تحقق شرط النظرية السابقة حيث أن درجة المقام أكبر من درجة البسط بالعدد 2 
وكذلك جذور المقام هي 2 ,1 وهي تمثل أقطاباً حقيقية بسيطة للدالة ؛ وبتطبيق 
نظرية ١١‏ فإن: 
2 
ا * 5 
G-D dx = i2 Res (f, Z,)‏ ررك ل P.V.‏ 


وبا أن هذه الأقطاب بسيطة فإ : 





Res (f, 1) = lim 





Res (f, 2) = lim 


u 


ومن ذلك : نستنتج أن : 
X 0‏ 5 
PV. f. G-D G-23) dx = ri.‏ 
وإذا كان التكامل المعتل لدالة مكونة من دالة مثلثية × هذة و × وء وأخصرى 
ت !يكم فإن النتيجة التالية تبين الوضع . 
نظرية ۱۲ : إذا كانت : 


f) = 5 COS X, E(X) = o sin x 


deg 0 << 1 + deg P 


وکات ,2 أقطاباً حقيقية حقيقية (أي تفع على خط الأعداد الحقيقي) 
بسيطة للدالة ] ,ع فإن قيمة كوشي الرئيسة للتكامل : 


8 الك‎ e“ dx 


Q (x) 
) 3 
8 P (x) xi ا‎ 5 : 
(00) ...P.V. I O0) ° dx 7i Z Res (û, 0) 
: حيث إن‎ 
P (x xX) xi 
h(x) = 6 6 
وكذاك:‎ 


P.V. 0 54 cOS X dx 


OTe = Re. Pv. J. E 00 e“ dx}. 


۴۸۲ 


P.V. 5 sin Xx dx 


(1-0... =. {P.V. [ 0 e dx] 
٠١ يمكن استخلاص برهان هذه النظرية من برهان كل من نظرية 4 ونظرية‎ 

ونتركه تمرينا للقارىء . 

:١١ مثال‎ 


جد قيمة كوشي الرئيسة للتكاملات المعتلة : 


1 X COS X 8 x sin x 4 
اين‎ ore Bae E E e 


2-1 2-1 


الحل: 
من السهل ملاحظة أن الدوال المكاملة تحقق شروط النظرية السابقة وعليه 
ويما أن الأقطاب 1 ,1- بسيطة فإن: 
Res (h, ~ 1) = lim (z+1) h(z)‏ 
ze”‏ 


= lim ت‎ € 
m1 271 2 





وبالمثل فإن : 





Res (h, 1) = lim -‏ 
فتكون قيمة كوشي الرئيسة للتكامل المطلوب هي : 
rii ~i‏ امير ام 
جنم 2 دعس چ ا .۶.۷ 
ricos 1‏ = 


TAY 


وبالتالي فإن: 


. X COS X 
P.V. J, Sa dx = Re. لفت ليها‎ 
=0 
بينها:‎ 
> XSİn X 
P.V. f dx = Im. {P.V. 8 م‎ 
= 7 COS 1. 


أما أعم الحالات التي يمكن أن نواجهها هي أن يتواجد أقطاب حقيقية 
بسيطة وأخرى مركبة في النصف العلوي من المستوي أو السفلي منه. وعندها 


نظرية ۱۳ : 
_P( xi‏ _ 
فرعن أن 0-6 =0 أو "م بج =9 
حيث إن : deg Q > 2 + deg P‏ 
في الحالة الأولى و deg 0 < 1 + deg P‏ 


في الحالة الثانية وإذا فرض أن ,2 ,...,ر2 ,,2 أقطاب للدالة ٤‏ واقعة في . 
النصف العلوي من المستوي المركب وأن س ,...,ر« ,8 أقطاب بسيطة للدالة 6 
تقع على خط الأعداد الحقيقية فان قيمة كوشى الرئيسة للتكاملات المعتلة هي : 

P.V. J f(x) dx 
)٥۷-٦( : . . - 292 Res (f, ليه‎ + Res (f, w,). 

الرهان: 

مماثل لبرهان نظريتي ١١ء ١١‏ مع الأخذ بعين الاعتبار أن )٤۷  5(‏ لا 
تأخل القيمة صفر بل 5 

f f(2) dz = 23 2 Res (f, 2Z) 
6 k= 


AY 


8 





لاحظ أن الحافة السفلى من الكانتور © كأنها مسننة أو مثلمة ومن هنا جاءت 
التسمية بالكانتور المثلم . 


:١١ مشال‎ 


جد قيمة كوشى الرئيسة للتكامل المعتل 





05© لس 
J dx‏ 
2-8 


الحل: 
نجد أولاً قيمة كوشي الرئيسية للتكامل المعتل 


تكن 


xi 


» @ 
d 
1 x ~8 





ومن الواضح أن الدالة المكاملة : 


f(x) = 





x8 


تحقق شروط النظرية ١۳‏ وعليه فإن : 





PV. J dx = 2ri Z Res (f, 2) + ri Z Res (f, Ww) 
-6 k=1 k=1 
وبإيجاد أصفار المقام للدالة نجد الأقطاب لها وهی‎ 
ش 13 ے‎ 


ومن ذلك فإن 2 ,س يمثل القطب الحقيقى البسيط وكذلك: 
1-13/3- - 2 ,13/3+ 1- 2ت 2 


مكل أقطاباً بسيطة للدالة ولكن واحداً منها فقط في النصف العلوي من 
المستوي لذلك فإن: 


P.V. J, gak = 201 Res (f, z,) + ri Res (f, w;) 


وبما أن هذه الأقطاب بسيطة فإن : 


ی 
Res (f, z,) =‏ 


سح ب ت 0 
a )2-2( )2 22)‏ 
الى ق/ادى 
-6-6VI i‏ 


= 


"86 


ومن ذلك ينتج : 
م ل 


e 5 
Res (f, 2Z) 5” للد‎ {(cos 1 - V3 sin 1(- i (sin 1 + V3 cos 1)} 
24 








: وكذلك فإن‎ 
تي‎ 
Res (f, Z,) = lim ا‎ 
5-5 )2-2,( (ر2-2)‎ 
2i 
e 
)3 - 1/5 ()3 +15 
= (cos 2 + i sin 2) 
وعليه فإن:‎ 
00 وت م‎ 11١ 
PV. f, : d=) (sin 1 + V3 cos1) = — sin 2) 
X= 12 12 
“V3 
ع‎ 5 1 
+ i ( د‎ (cos1—- V3 sin1) + = c08 2[ 
12 12 


ناخد اء الحقيقي للطرفين نستنتج أن: 





» 6005 << dx RR, 
P.V. م" = سپ ل‎ 3 (sin 1+ V3 cos1) + sin 2) 
XxX -8 12 
o. SİINX و‎ 
P.V. I 3 dx = € 3 (eos 1— V3 sin 1) — cos 2) 
x 


۳۸٦ 


4 - ٦ تمارين‎ 


جد قيمة كوشى الرئيسة لكل من التكاملات المعتلة التالية: 


2 











Xx‏ - 2 لس 
2 عت ل ؟- J x‏ 
Sin X ٠ 1‏ اه 
dx - I x2) dx -۳‏ 8 
2xi‏ ع 
6ه dx -5 e dx‏ 
2× م x(x+1)‏ "^ 
C08 2X 5 X COS X‏ » 
a‏ الي E‏ 
xX +8 x - 4x +3‏ ° 
۶ 
8- بين أن: 
2.: 
Sİn xX‏ أس 
dx > 7‏ ر I‏ 
Xx‏ 
056 ~ 1 » 
J 2 -٠‏ 
x‏ 
-١‏ برهن أن: 
اه 0 7 sin a x‏ 1 
6e‏ - = م 
0 2 + نم »ع ° 
لكل 0 < 0,4 <5, 


١‏ - جد قيمة كوشي الرئيسة للتكامل 


. 3 
0 SID X 
- 9 3 


Xx 





FAV 


اقتراح : استفد من المتطابقة ”(× هذه 1 + × عرمع) - ”ع 


۶ 
بين أن:‎ - ۳ 
»„» 605 
P.V. J دين ايا‎ - = sina 
— 2 2 a 
x ~a 
جد قيمة:‎ - ٤ 
35 sin X 
ك لاه‎ 0# 
"x(x +4( 


١٠‏ - جل قيمة: 


0 


“هع اا 
dx,0<a<1‏ شن P.V. fj‏ 
1م م 


اقتراح : افرض أن المسار © كما في الشكل (۷) 


شكل (۷) 


۶ 
بين أن‎ - 7 
Î cos x dx = “sin x? dx تح‎ 8 
0 0 


TAA 


3 


Je? dx =‏ 
وإيجاد تكامل الدالة ٠”‏ على المسار المكوّن من حدود القطاع 
4 > 6 > 0 ,8 > , > 0 


ثم خذ النہاية عندما ۸ تزداد بدون توقف. 


۳۸۹ 


5ه التكامل حول نقاط الفرع للدوال متعددة القيمة 


سنبحث في هذا البند تكامل الدوال متعددة القيمة من النوع 
z* P(z)‏ 
Q(z)’‏ 

إن الدوال متعددة القيمة لها وضع خاص ذلك أنه يوجد لها فصل الفرع 
وكذلك نقطة الفرع وهي النقاط المتفردة للدالة متعددة القيمة لذلك نحتاج 
مزيدا من الدقة في اختيار الفرع المناسب لاجراء التكامل . 


0> > [1 





(0۸-7) ... 1)2( = 


وبالنسبة للدالة متعددة القيمة في (1 - 08) نعتمد الفرع التالي 


a adi 


|Z e”, 0<0<27, |2 >0‏ = ج 


وبذلك يكون الشعاع 0-0 هو فصل الفرع هذه الدالة وكذلك النقطة 2-0 
هي نقطة الفرع لها. والهدف هنا هر إيجاد قيمة كوشي الرئيسة للتكامل المعتل 
م قير x‏ 
dx‏ ...4-0( 
بحيث إن ۲ عءل + 2 < © عل وأنه يوجد على الأكثر صفر بسيط للدالة 
(«)©. لذلك نفرض أن مسار التكامل © مكون من الدائرة التي نصف قطرها 
۸ ودائرة نصف قطرها + :2 > + > 0 والقطعة المستقيمة الواصلة بين ۴ ,]۲ 
باتجاهين متخالفين ىا يبين الشكل - 8 حتى نستطيع تجنب نقطة وفصل 
الفرع . 
فإذا كانت النقاط ,2 ,....,2 ,,2 تمثل أقطاباً للدالة ٤‏ ليست حقيقية موجبة 
وليست صفراً فإن نظرية كوشي للباقي تؤكد أن: 
f f(z) dz = 2ri Zz Res (f, 2)‏ =1 
C k=}‏ 


۳۹۰ 


شكل (۸) 
وبتجزئة التكامل في الطرف الأيسر على المسار © حيث إن : 
C, + [r, 8[ + [R, r]‏ ¬ ۾ = 0 ينتج أن ظ 
I= [ f(2) dz — | f(2) dz + f f(z) dz - f f(2) dz‏ 
Ca C, r r‏ 
لاحظ أن تكامل الدالة ؛ على الكانتور [۸ ,] مختلف عن تكامل الدالة على 
[8 ,إ] - وذلك لاختلاف سعة 2 في الدالة متعددة القيمة حيث إذا كانت 2 
عدداً حقيقياً موجباً واقتربنا من العدد 2 من النصف العلوي للمستوي فإن: 
z = || e = ||‏ 
لأن 0 = 2 عه = 0 ولكن إذا اقتربنا من العدد 2 من النصف السفلى 


z = |z| e” = |z| e” 


۴۹۱ 


لأن 27 = z‏ عه = 8 ولذلك فإن التكامل يأخذ القيمة التالية : 


a 2rai 


55 2 R 22 P(zZ) م‎ Z7 e” P(2) 
1 1 5 0 1)2) 02 J ©0)2( dz — ( OD 0 
= 1“ f(z) dz - 0 f(2) dz + (1 — ا م‎ 00 5 
حدة فإن:‎ 


I= lim f(z) dz - lim 1 f(z) dz + 


R Cn 


1 2rai R x P(x) 
+ (1-e ) 0 f “a0 d 
من الواضح‎ 
' PO) بس عه‎ x? P(x) 
ا‎ P.V. f 09 dx E 0 dx 
5 1 1 5 
1سا‎ + im f 92 هلا -عه‎ f tee 


حتى توجد قيمة كوشي الرئيسية للتكامل المعتل يجب أن يتحقق : 


f(z) dz = 0:‏ | هنا ...172 -كلم) 
ب 


a0 


Res 


lim f fA dz =0‏ ...59 كم 
CR‏ 
وبذلك نحصل على : 
Ù Res (f, 2)‏ سك = ar)... PV. f EO ax‏ 


` O0) 1 م‎ 


ونترك تفصيلات ذلك للأمثلة التالية : 


4۲ 


مثال ۱۳ : 


جد قيمة كوشي الرئيسية للتكامل المعتل 


Xx dx‏ اس 
,0<a >1‏ س ٍ 

x (x+2) 

الحل: 
ما تقدم د نستنتج أن : 
27 ران 
Re (f, -2(‏ بت حي PV.‏ 
x (x +2) 1 e‏ 


وما أن 2 - قطب بسيط للدالة فإن: 


Res (f, — 2) = lim, )z + 2( ۴)2( 


[-ة 6د 0 2 
lim 5 )- 2(‏ = 


2ج2 
وعليه فان 
x - Ti )- 2(*‏ 
اسسسج لا ات جل سس 9 P.V.‏ 
x (x+2) 1‏ 
e)" 2 + 51( 22‏ بوي 
م 5-5 ن7ی 5 1- 2721م 2 
7 2 
sin 7a‏ 


هذا يحقق (5 - )5١‏ و .)٦۲ - ٦(‏ ومن أجل أن نرى ذلك نقول إن 


a 
- 


r (r-2) 1-2 





N 


22 dz ظ‎ 1-2 271 
© 2 :2)2+2( 


4r 


وبأخذ النهاية للطرفين عندما تؤول ۲ الى الصفر يتحقق (5 - .)1١‏ وبالمثل 
فإن (نظرية ۷ تؤكد أن) 
27 122 202 
CE ORDER‏ 
Rُ R2‏ (2+2)ج “° 





ويا أن 0 < 1-2 فإن أخحذ النهاية للطرفين عندما تؤول ۸ الى © ينتج لنا 
(575-5). 

يمكن أن يوجد التكامل مباشرة بتطبيق نظرية كوشي للباقي إذا أحسن اختيار 
الكانتور ٤ء‏ كما يبين ذلك المخال التالي : 
مثال ۱٤‏ : 


جد قيمة كوشي الرئيسية للتكامل المعتل وو ا 


32 
المحل: 
إذا كانت ,0 و٤‏ دائرتين بحيث إن 8 > 2 > ۲ فإنه يكن أن نقسم 
الكانتور المكون منها الى قسمين باختيار وصلة مناسبة نتخلص بها من فصل 
الفرع المناسب کا يبين الشكلان ‏ 9 و ٠١‏ -. 








شكل (5) 


"55 





e 
الفرع المعتمد هنا هو الفرع المعتمد هنا هو:‎ 





2 2 
= = 9 >0 
f(z) i |2| < 0, 8(2) 42 lz 
2 5 1< لد <2 چ ا‎ 
i EE a 
)٠١( شکل‎ 


من الواضح أن الدالة ع تحليلية على جال يحتوي الكانتور ,© وبالتالي فإن : 
dz = 0‏ (2)ع ...64-5 
بينها يوجد قطب بسيط للدالة (4)2 عند 2 - واقعاً فى المنطقة الداخلية 
للكانتور ي© وعليه فإن نظرية كوشي للبافي تؤكد أن: ‏ - ظ 
(MoD... !ِ f(2) dz = 201 Res (f, -2 = 1‏ 
كذلك فإن كلا الفرعين ٤‏ وي تحليلي على القطعة المستقيمة 1 ,1- وبالتالي 
فإن: 


َ g(2) dz + f ))( dz = - | f(2) dz + J f(z) dz + 


+ 1 (2) dz - 8(2) dz 


هوم 


وبجمع (15-5)و(5- 16) والتعويض في المساواة السابقة والأخذ بعين 
الاعتبار العلاقة بين الفرعين ٤‏ وع ينتج أن : 


-2rai ه-‎ 


























1= j 1)2( dz - = f ed 
ع‎ 0 a 0 x+2 
لوم2- 28 عند‎ __ 
3 f(2) dz J dz + (e Df ا‎ 
وبأخذ النهاية عندما تؤول ۲ الى صفز وعندها تؤول ۸ الى ©» كل على حده‎ 
: ينتج أن‎ 
2 0 2 
1= lim ا‎ TET] dz - lim 1 EE dz + 
¬ 2a : R 
+ (e 1) lim J +2 × 
R¬+0 
وبالتحقق نجد أن:‎ 
ق‎ R °2rR 272 
| يتخ 5-1-5 يزاين‎ 
بي‎ 22 1 11-2 (R -2)R 
2 
اع ينا‎ 
وبالمثل فإن:‎ 
ا‎ i r ° 2rr 5 __2r 6 
2ع‎ |] 2-1 2-7 : 





وما أن 0 < ۾ - 1 فإن: 





r»0* 


2-0 له ر lim‏ 


8 


وهذا يؤكد أن: 


! = شك ديل 
1 27 م 1 27م 2 + x‏ 





I 271 Res (f, —2‏ 4¬ 5 
ا عه کے أل لدم 


وبما أن 2- قطب بسيط للدالة فإن: 
Res (f, - 2) = lim, )2+2( 1)2(‏ 
lim 2 = )-2( *‏ = 
(2-) ا 


~a In 2 -ari 
= € . € 





2 ق‎ 
- 2i2 "e 72 
*  X٭‎ 
P.V. f; ل د‎ = 
6 ~1 sin 7a 


ننهي هذا البند با مال التالي: 


: ٠١ مثال‎ 





جد قيمة كوشى الرئيسية للتكامل المعتل. يرل J i‏ 
x + 4 2‏ 0 
الحل: 
باختيار الفرع المناسب وهو: 


Log z = In |z| + 01, |zZ| >0, ج‎ <0< 2 


وبالتالي يكون فصل الفرع هو الشعاع 2 - = 0 ونقطة الفرع هي 0 
وباختيار الكانتور © المكون من نصف الدائرة العلوي م© ونصف الدائرة 
العلوي 6 والقطعة المستقيمة [~R, “t[‏ والقطعة المستقيمة RJ]‏ 8 بالاتهاه 


الموجب حيث إن: 0O<r<R‏ 


۳4۷ 








XxX 
r R 
)١١( شكل‎ 
وبتطبيق نظرية كرشي للباقي فإن:‎ 
Log 2 EE عم‎ 

dz = 21 Res (f, 2i) = 1‏ 2 ! 
Logz‏ 50 3 2 5 ا 
حيث إن 27 = (4)2, لااحظ أن القطب ا2 واقع في المنطقة الداخلية 


لكانتور © , وعليه فإن: 


1= ا‎ f(2) dz + [ f(2) +ع‎ f, 1(2) dz + )”ل‎ dz 


نترك للقارىء أن يبين أن : 
lim, 1 f(2) dz = lim 1 f(z) dz = 0‏ 
ليستنتج أن : 


In (x| + 7i 
2ri Res (f,.2i) = P.V. 2 ها‎ REE ع ل[‎ 9 
x +4 


علا بأنه إذا وقعت × على خط الأعداد السالبة فإن i‏ + |×| ها = x‏ عLo‏ 
ولكن إذا وقعت × على خط الأعداد الموجبة فإن ذه + × 1 = × ع10 وبالتالي 
بإيجاد (21 )٤,‏ 265 حيث إن 21 قطب بسيط للدالة فإن: 


۳۹۸ 





۷ بيع الاح په پک‎ e 


x> x + 4 x2 + 4 


T 
In2 + — [ 
=2 ل ب‎ 
41 
زه‎ 7 
= 2 n2 + 7” 


وبتساوي الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية للمساواة السابقة فإن: 


= ' الف .م 





x +4‏ ع« 
وبالاستفادة من التماثل (أي المساواة بين : 


٠» Inlx| * __Înx_ 
J. x + 4 dx J, x + 4 





فإن : 

P.V. (2f ل‎ = 2 n2 
: وبالتالي ينتج أن‎ 

۷.) 12 = n2 


۹ 


تمارين  "‏ ه 


جد قيمة كوشي الرئيسية لكل من التكامللات المعتلة في يلي : 


١ 


1 


۳ 


۷ 


2/3 


«» × 
7 E 
I 1 4 
يلب 7 سبيت‎ 
" ×” )+3( 
«سس حك ل‎ 
xX +4 
| 0>2> 1 
و + تير م‎ 
يي‎ OTT 
» (x+1) 07 
* [nx 
1 a2 x, a < 0 
* 1م[‎ 
ل‎ dx, a < 0 


o x3 
0 GZ مه‎ -1>2> 0 


foe 


الفصل الجابع 


الدوال المطابقة (المشاكلة) 


CONFORMAL MAPPINGS 





الدالة المطابقة (المشاكلة) 
۳-۷ الدالة مزدوجة الخطية 
٤-۷‏ نویل شوارتز ‏ كريستوفل 


٠-۷‏ تطبيقات: فيزيائية وهندسية 


الفصل السابع 


الدوال المطابقة (المشاكلة) 


Conformal Mappings 


نتعرض في هذا الفصل لفكرتي الاستمرار التحليلي والدالة المطابقة. أما 
فكرة الاستمرار التحليلى فسنعرفها بأسلوب بسيط في البند الأول. أما البند 
الثاني فسيعرض تعريف الدالة المطابقة وبعض الخصائص العامة لما وكذلك 

إن أهمية الدوال المطابقة تكمن في وجود تطبيقات هندسية وفيزيائية كشيرة لها 
والتى سنعرض للا في البند ه أما البند الثالث فقد خصص لأمثلة هامة وخاصة 
للدالة المطابقة مثل الدالة مزدوجة الخطية. أما تحويل شوارتز كريستوفل فقد تم 
عرضه في البند ٤‏ . 
۱-۷ الاستمرار التحليل (Analytic Continuation)‏ 

قبل أن نعرف فكرة الاستمرار التحليلي بشكل مجرد يجدر بنا أن نقدّم لها 
بمثال ليسهل فهم هذه الفكرة. إذا فرضنا أن لدينا الدالة. 

f)2( = 2 )-1(" 2"‏ 
فإنه يكن أن نتبين أن نصف قطر التقارب لهذه الدالة (متسلسلة القوى) هو 


1 وأن مجال تقاربها هو القرص المفتوح 1 > || وعلى هذا المجال فإن هذه الدالة 
عبارة عن المتسلسلة ال هندسية : 


۳ 


, i 1 
)۱-۷( ... 1) = 2 )-1( = ,س‎ >1 


وإذا بحثنا في الدالة (2)ع حيث 
1 
E ETS‏ = (2)ع ... 7 -؟5) 
نجد آنا تحليلية لجميع قيم 26-1 لأنها غير معرفة عند 1--2 وبالمقارنة بين 
الدالتين (۷ - »)١‏ (۷ - 7) نجد أن تنوافقان على المجال المفتوح 2|>1| 
وتختلفان خارجه في مثل هذه الحالة تسمى الدالة (2)ع استمراراً تحليلياً للدالة ؛ 
عند أي نقطة 26-1 (أي على كل اللستوي عدا 1--2) على أي مسار يصل 
بين أي نقطتين احداهما داخل المجال 1 > |2| والأخرى خارجه. 


ولتبسيط الفكرة أكثر نعرفها على مرحلتين الأولى تسمى الاستمرار التحليلي 
البسيط والأخرى الاستمرار التحليلل على مسار ©. الفكرة الأولى في التعريف 
التالي : 
تعر يف :١‏ 

لنفرض أن الدالة ۴ تحليلية على المجال 1 وأن الدالة ع تحليلية على المجال 5 
فإن الدالة ع تسمى استمرارا تحلياياً بسيطأً للدالة ؛ الى المجال 5 اذا تحقق 
الشرطان : 
أ متبط مك5 
ب ۔ 2)ع = (1)2 لكل z‏ في 2 0 5 

النظرية التالية تمثل إعادة صياغة للنظرية 74 من الفصل الخامس. 
نظرية ١‏ : 

اذا كانت الدالة ۴ تحليلية على المجال 1 بحيث إن 0 = (1)2 لكل 2 في جوار 
(مفتوح) في المنطقة الداخلية للمجال 5 فإن 0 = (1)2 لكل z‏ في 0 . 


a: 


الرهان : 

نفرض أن ,2 نقطة في الجوار (المفتوح) N‏ والواقع في المنطقة الداخلية للمجال 
2 فإن ۴)z(=0‏ وبا أن ۴ تحليلية على 2 فإن نظرية 75 في الفصل الخامس 
تؤكد أنه إما أن تكون 0 = (5)2 لكل 2 في 2 أو أن ,2 صفر معزول للدالة ٤‏ 
وبما أن 2 ليس صفراً معزولآً للدالة لكون 0 = (2)؛ لكل 2 في ١‏ فإن 0 = (2) 
لكل 2 في 5 . 

وما تجدر الاشارة إليه أن النظرية السابقة تبين أن الاستمرار التحليلي لدالة 
ما إن وجحدت فإنها تكون واحدة ووحيدة . أنظر التمرين .)١(‏ 
مثال :١‏ 


برهن باستخدام فكرة الاستمرار التحليلٍ البسيط أن: 


2 2 
COS 27 = cOS Z - 2 


الحل: 
لنفرض أن الدالة ۴ معرّفة بالمساواة التالية : 


f(z) = cos 2‏ 
وهذه الدالة تحليلية لكل 2 في المستوي المركب وكذلك نعرف الدالة ع 
بالمساواة 

cosz - sinz‏ = (2)ع 

وهي كذلك دالة تحليلية لكل 2 في المستوي المركب. ولكن من المعلوم من 
المثلئات الثانوية أن: 

8)) = cosx - sinx = cos 2x = f(x) 

لكل عدد حقيقي × وبالتالي فإن ع تمثل الاستمرار التحليلي للدالة f‏ 


f.0 


وبالاستفادة من النظرية السابقة فإن ع-؟ لكل عدد حقيقى يؤكد بأن 
(2)ع = (1)2 لكل عدد مركب أي أن: 
sinz‏ - وأو = cos 2z‏ 
أما الاستمرار التحليلي على مسار فهو معرف فيا يلي : 
تعريف ۲ : 
نفرض أن الدالة ۴ تحليلية على المجال 0 . وأن النقطة س خارج المجال (1. 
نريد أن نبحث عن استمرار تحليلي بسيط للدالة ؛ عند النقطة 2 في 0 والتي 
يصل بينها وبين النقطة س المسار © وذلك بتمثيل الدالة ؛ بمتسلسلة تايلور عند 
النقطة ,< وهى : 
f(z‏ نحا 
“)2 -2) للم - >2 = )2( ...دم 


k=0 


وهذه المساواة صحيحة على قرص التقارب D,‏ الذي مركزه 2 ومحيطه 
الدائرة ‏ © أنظر الشكل .)١(‏ 





فيصبح جزء من المسار © داخل الدائرة ,© فإذا فرضنا أن ر2 تقع على المسار 
© وهي خارج المجال 2 فإن (,1)2 تسمى الاستمرار التحليلي البسيط للدالة ؛ 
الى النقطة ر2. ثم نبحث عن استمرار تحليلي بسيط للدالة ٤‏ عند النقطة ر 
وذلك بإيجاد تمثيل للدالة ,؟ (۷ - ") بمتسلسلة تايلور عند النقطة ,2 والتي 
تتحقق ضمن قرص التقارب ر0 الذي مركزه ر2 ومخيطه ر٣‏ وهكذا يصبح جزء 
آخر من المسار © داخل الدائرة ر٣‏ فإذا كانت ر تقع على هذا المسار © وداخل 
€ ولكنها خارج ٥,‏ فإن (,5,)2 عبارة عن الاستمرار التحليلي البسيط للدالة (۷ 
- ۳) عند ,2 وهكذا بعد تكرار العملية السابقة 2 خطوة نحصل على النقاط 
التالية م2 ,...,ر ,,2 التي تقع على المسار © وتمثل مراكز السدوائر © ,...ر© ,© 
على الترتيب بحيث إن ,0 تحتوي على النقطة س بداخلها وكذلك نحصل على 
الدوال ٤,‏ ...ر ٤,‏ بحيث إن ۴ استمرار تحليل بسيط للدالة ٤,‏ عند < وفي 
هذه الحالة تسمى الدالة («),۴ استمرار تحليلي للدالة ۴ عند « على المسار © . 

وما يجدر ذكره أنه قد لا يوجد استمرار تحليلي لدالة ما عند نقطة خارج اها 
عند مسار ما وإن وجد مثل ذلك الاستمرار التحليل فإنه يكون واحداً ووحيداً. 
كذلك يكن أن نؤكد أن الدالة التحليلية ؛ على مجال © تتحدد قيمتها تماماً 
بقيمتها على مسار داخل 2. 

الأمثلة التالية توضح فكرة الاستمرار التحليلي على مسار ما. 
مثال ۲: 


الدالة _ 1 


0 = (2)ع تمثل الاستمرار التحليلي للدالة (1)2 عند أي نقطة 
24-1 على أي مسار يصل اليها بحيث: 


|Z <1. 








ب = 2 = 
مثال ": 
نفرض أن الدالة ٤‏ معرفة بالمساواة 
-iZ (° (FÊ J‏ = وه 


فين أن الدالة' له = (2)ع استمرار تحليلي للدالة ۴ من مجال تقارب ؛ إلى 


المستوي المركب 2 بحيث 240 . 


الحل: 
نلاحظ أن جال التقارب للدالة 1 هو القرص 1> |1 -ج| وحيث إغا متتالية 
هندسية فإنها تتقارب على هذا المجال للدالة : 


1 
لھ ا =( 


وبالتالي فإن ل = (2)ع = (1)2 لكل z‏ في المجال 1> |ذ-2| (ما عدا بالطبع 
2-0) وبالتالي فإن ع تمثل الاستمرار التحليلي للدالة ۴ على جميع الأعداد المركبة 
40 


مثال ؛: 


جد قيمة الاستمرار التحليلي للدالة ؛ حيث: 
2-1( : 
f)2( = 2 (1‏ 
k=1‏ 
عند النقطة 1- على مسار يصل بين النقطة 1 والنقطة 1- في النصف السفلي 
من المستوي . 


الحل: 
1 > |2-1]| :2 
وكذلك يمكن أن نتعرف على أن هذه الدالة تتوافق مع الدالة ع حيث: 
g(z) = log z‏ 





شكل (۲) 


الحقيقي وبا أن 1- تقع خارج مجال التقارب 8 فإننا نريد أن نبحث عن 
1. 

وبا أن الدالة 1082 متعددة القيمة فإنه يمكن اختيار الفرع المناسب هذه 
الدالة فمثلاً يمكن أن نجد الاستمرار التحليل الى النقطة ر2 لنحصل على رع في 
داخل الدائرة © أي أن الدالة : 

In |z| + i arg z, - 2r < arg 2 > 0‏ = (2)رع 

تمثل هذا الفرع المناسب» فهي توافق 2 108 عند 2ء وبالتالي توافق ٤‏ عند ر2 
وهكذا نبحث عن استمرار تحليلي للدالة رع عند ,2 داخل الدائرة ©. فنختار 
الفرع المناسب للدالة 2 08! وهو كذلك رع حيث: 


0 > 2 همه < 27 - In |2| + i arg z,‏ = (2)رع 


4 


وحيث إن 1- تقع داخل الدائرة ,0) فإن قيمة الاستمرار التحليل عند 1- 


5 )-1( = - Ti 


ا - = (1-) يع = (1-)؟ _ 


١ - ۷ تمارين‎ 


بفرض أن ,ع دالتان تحليليتان على المجال 2 بحيث إن ٤)2(‏ = (8)2 
لكل < في جوار(مفتوح) في المجال © . بين أن (8)2 = (1)2 لكل z‏ في2. 
اذا كانت الدالة ع استمراراً تحليلياً للدالة ؛ من المجال 8 الى المجال 5 
فبرهن أن الدالة: 
اع f(z),‏ 
= (2)ط 
g(Z), 2> 5‏ 
وحيدة القيمة على المجال „DUS‏ 
بين أن الاستمرار التحليلي لدالة ما ؛ (إن وجد فإنه) واحد ووحيد. 
اقتراح : استعن بالتمرين .١‏ 
بفرض أن الدالة ۴ تحليلية على المجال 1 وأن (,2) متتالية من نقاط 5 
تقاربية للنقطة ,2 في 1 كذلك فإذا كان 0 = ۴)z,(‏ لكل ...,2 ,1 > م 
فبرهن أن 0 = (2): لكل 2 في 2. 
اقتراح : استعن ببرهان نظرية ١‏ بعد أن تبين أن 0 = (ر۴)2 لكون الدالة 
متصلة وأنها صفر غير معزول للدالة ؟. 


بفرض أن ٤‏ ,ع دالتان تحليليتان في المجال 2 بحيث إن (,8)2 = (,ے)؟ 
لكل ...,2 ,1 = ١‏ حيث (,2) متتالية من نقاط 1 تتقارب للنقطة م2 في 5 
فبرهن أن (8)2 = (۴)2 لكل 2 في 2. 

اقتراح : استعن بالتمرين السابق . 


١ 


5 اذا كانت الدالة 1 معرفة بالمساواة 


5 k 
f(2) = ب‎ (1 0 
k= k 


Li 


فبين أن قيمة الاستمرار التحليلي لها عند النقطة 1-=2 على مسار يصل 
بين النقطة 1 و1- ويقع في النصف العلوي للمستوي هو أ" . 
۷ اذا كانت ۴ تحليلية عند 2-0 وأن: 
عه ليت 
B= 12‏ ل - | 


سإ ع 


1 


جد قيمة (1)2. 


- برهن باستخدام فكرة الاستمرار التحليلى أن : 


cos*z + sinz = 1‏ 
4 - برهن باستخدام فكرة الاستمرار التحليلي كذلك أن: 
-٠‏ استعن بالتمرين ١‏ وبفكرة الاستمرار التحليلى على مسار لإثبات أن 


الدالة التحليلية على مجال 0 تحدد تماماً بقيمها على © أو بقيمها على 
مسار داخل 0 . 


-١‏ بين أن الدالة ال = (2)ع استمرار تحليلي للدالة 
۳ نك | 18 - وه 
عند أي نقطة 2 في المستوي (عدا 2-0 بالطبع). 
- بين أن الدالة ع المعرفة بالمساواة 
VE e”, laf > 0, 0 < arg 2 < 27‏ = )8)2 


تمثل استمراراً تحليلياً للدالة 4 من النصف العلوي للمستوي الى النصف 


1۲ 


السفلي منه مروراً بالجزء السالب من المحور الحقيقي حيث إن 6 معرفة 
بالمساواة 


'iargz 


f(2) = V [jz] e: „|> 0, 0 > argz > 5 


١‏ - بين أن الدالة سيلب = (2)ع تمثل استمراراً تحليلياً للدالة 
f(2) = ) (-1)" 2”‏ 

الى جميع نقاط المستوي ما عدا 1 + = 2,ز- -2. 
14 - بين كذلك أن الدالة = (2)ع ,2<0 تمثل استمراراً تحليلياً للدالة ‏ ' 
(n+1) (z+1)"‏ ا = )1 


إلى جميع نقاط المستوي ما عدا 2-0. 
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٠‏ الدالة المطابقة (المشاكلة) 


إذا فرضنا أن الدالة ؟ تحليلية عند نقطة ر2 فإنه يمكن تمثيلها بمتسلسلة تايلور 


(4-۷) ... f(2) = f(z) + f'(2,) (22) + a 


وكذلك يكن كتابتها على الصيغة : 
(8)2 (2-2) + نمة-ت) (رة)"! + (ر2)! = (1)2 . . . (۷ - ه) 


حيث إن : 


f' 
8(2) = (o) 2م) + (م2-2)‎ Fs. 








2 (م1")2 
| 


ومحمق : 
0 > (2)ع lim‏ 
20+¬2 


وبالتالي إذا قصرنا بحثنا في خصائص الدالة ۴ موضعياً عند م2 أي في جوار 
(مفتوح) وصغير مركزه م2 فإن الدالة ؛ يمكن أن تقرّب بدالة خطية 
(م2- 2) (م2) © + (م2)؟ = (1)2 . . . (۷ -ى) 


ومن المعروف أن تأثير الدالة الخحطية (م2-2) (ر۴)2 + (م2)٤‏ عبارة عن 
انسحاب بمقدار (1)20 ثم دوران بمقدار (م1")2 3:8 وكذلك تكبير بمقدار |(2) ۴| 
(الذي يسمى معامل القياس) وأن الدالة الخطية بالتالي تحافظ على الزوايا بين 
الممسارات المارة في م2 فهل تكتسب الدالة التحليلية مثل هذه الصفة وهي 
المحافظة على الزوايا بين المسارات المتقاطعة في نقطة ماء هذه الفكرة يبرزها 
التعريف التالي : 


تعريف ۳: 

إذا كانت الدالة ۴ تحليلية عند م2 وتحافظ على الزاوية بين المسارات المتقاطعة 
في النقطة م2 فإنها تسمى دالة مطابقة (مشاكلة) (Conformal Mapping)‏ . 

النظرية التالية تبين الشرط الذي يلزم تحققه لتكون الدالة 5 مطابقة. 
نظرية ؟ : 

بفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية عند النقطة م2 وكانت 0 ۶ (7)20 فإن + تكون ‏ 
مطابقة (أي تحافظ على الزاوية بين المسارات المتقاطعة في النقطة م2) . 
الرهان: 

لنفرض أن ,© ,ر٣‏ مساران متقاطعان في النقطة 2 ومعرفان بالمعادلتين 
5ك ,()) ,2 ,(5) ر2 ,0>وكه فتكون الزاوية بين ,0 ,ر٤‏ هي الزاوية بين 
الماسين لما وهي 0 حيث: ظ 

(Y-۷) ... 0= arg يد‎ (s) - arg بت‎ )0 


C, 
20 = 2 (tر)‎ = حيث إن )5( ر2‎ 


وكذلك إذا فرضنا أن الدالة ٤‏ تنقل المسارين ,© ,ر٤‏ إلى المسارين ر۷ دول 
على الترتيب' فإن ,۷ رل معرفتان بالمعادلتين : 
fz, (S)), 8 = f(z, (0) c<s<d,astsb‏ = رن 2 (۸-۷ 
وتكون الزاوية بين ,۷ ,ر هي الزارية بين الماسين فيا وهي 4 حيث 
p= arg wj — arg W}‏ ...)4-7۷( 


fo 


وبشكل عام إذا فرضنا أن ب تمثل بالمعادلة : 
ط>) > ة,[2)0) دع . .. 7 0٠١‏ 
فإن قانون المتسلسلة يؤكد أن: 
f(z) z(t)‏ = () "7 ... )11-۷( 


وبالتالي فإن: 
(ر5) ,2 )۴(2 = ))5( w‏ 
OT-V) .. |‏ 
4 ُ2 (م2) W (t,) = f"‏ 
ومن ذلك نستنتج أن: 
arg w' = arg f' )2( + arg 2 (tı)‏ 
١ 5-7‏ ' 0-7 
(5o)‏ يت (arg w} = arg f' (2)) + arg‏ ` 
وإذا کان 0 < (م2) فإن 0 ۶ (م2) ۴ 358 وبالتالي يكون: 
Ww — 8 Wr = arg 2 (5)) - arg 2 3‏ 5 ... ف (١ ٤‏ 


وبالتالي فإن 6-2 أي أن الدالة حافظت على الزوايا بين المسارين وهي 
بالتاللي تكون مطابقة وهذا ينهي إثبات النظرية . 
اذا كانت الدالة مطابقة عند كل نقطة في مجال 1 فإنها تسمى مطابقة على 
2. أما إذا كانت الدالة تحليلية عند م2 ولكن 0 = (م2) 1 فإنها لا تكون مطابقة 
عند ر2 وهنا تسمى ,2 نقطة حرجة للدالة ؟» وقد تكون مطابقة عند نقطة 
أخرى» فإذا فرضنا أن 0 = (2) ”7 فإنه يوجد عدد صحيح موجب 2 بحيث 
إن: 
(2)ع “لم -2) + f(2) = f(z)‏ . . . )10-۷( 


٤٦ 


حيث إن (8)2 تحليلية عند 2 ,0 < (رz)'ع.‏ لاحظ أن (8)2 مطابقة وبالتالي 
تحافظ على الزوايا. وإذا كان © مساراً مهدا يمر بالنقطة ,2 ومعرف بالمعادلة 
١‏ > ا > 3 ,(ما) 2<ن2 ,(2)0 فإن صورة هذا المسار © هو ۷ حيث تكون بو 


معرفة بالمعادلة 
(0) عع ”(0) مه - ه) )z‏ = [م) ع)؛ - (ن) ۴)2 = ريسم 
وبالتالي فإن: 
arg (f (2) - f (2)) :‏ = لديم arg‏ ... )¥ كن 
m arg (Z~2,) + arg £ )2(‏ = 
فإذا فرضنا أن : 
a, lim arg (z~z,) = B,‏ = (2)ع arg‏ 
lim arg (ww) = 5‏ 
فإن » + م م =8 


فإذا كانت الزاوية بين ,0 ,ر۳ هي على الترتيب ,8 ,ر8 فإن ,8 ,ر8 هما زوايتا 
ميل المسارين ,8 ,رة اللذين يمشلان صورتي ,0 ,ر٥‏ على الترتيب تحت ٤‏ ومن 
ذلك ينتج أن: 
(m B, + a) ¬ (m B, + ©(‏ = ,8 - رة 
أي أن: 8 ¬ ر8) م = ,8 ح رة ... 7 - ۷( 
أي أن الزاوية بين المسارين ,لا ,ر هي ,8 - رة وهي 22 أضعاف الزاوية 
بين المسارين ,0 ,ر٣‏ وهي ,8 - ر8 وبهذا نكون قد أثبتنا النظرية التالية : 
نظرية ۳: 
نفرض أن الدالة ۴ تحليلية عند 2 بحيث إن : 
m~1, f” (2) 0‏ ,... ,2 ,1 = عز ,0 = f“ (2z)‏ 
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فإن الدالة ۴ تكبر الزاوية بين أي مسارين متقاطعين في النقطة م2 بمقدار " 





شكل (۳) 


النظرية التالية بين أن الدالة التحليلية التي تكون مشتقتها ليست صفراً على 
مجال ما تكون واحداً لواحد على ذلك المجال. 


نظرية ٤‏ : 
نفرض أن الدالة ۴ تحليلية على جال 1 فإذا كانت 2(60)؟ لكل z‏ في 5 فإن 
* واحد لواحد على 2. 


الرهان: 


نفرض أن ر2 نفكلة اختيارية في 0 وأنه لا يوجد جوار (مفتوح) مركزه م2 تكون 
عليه الدالة ٤‏ واحدا ‏ لواحد. لذلك يكن أن نستنتج أن في كل قرص مفتوح 
مركزه م2 يوجد على الأقل نقطتان ختلفتان 2 ,8 بحيث إن ٤)2( = ٤)w(‏ ومن 
هذه الحقيقة نستنتج وجود متتاليتين (,8) )z,(,‏ من نقاط (1 بحيث إن 
م2 = Ww, = lim Z,‏ imا‏ وأن (2)؛ عد لم« لكل ...,2 ,1 - ه. فإذا 
فرضنا أن © کانتور مغلق وبسيط في داخل 8 فإن ۴ تحليلية على © وفي المنطقة 
الداخلية له كذلك. وبتطبيق نظرية كوشي للتكامل فإن: 


۸ 


f(w,) - f(2) 1 1 











84-7 ..- 2-0-6 
0 f(s) 5 f(s ds} 
رجو ا ء بوجو ء‎ 
-_ 1 f(s) (Ww, ¬z,) 


2i (w-2) ° (s5-w,) )5-2( 


وا أن م2 > ,2 نا w=‏ ورنا فإن 


1 1 
ds‏ - عه عد جحت زا 
(و6-2 © am © (sw) (5Z)‏ 
وعليه فإن: 
f(w,) - f(Z,) 1 f(s)‏ 
ولك ينل [ عشج - _ لشن صا ... ١1-7‏ 


وباستخدام نظرية كوشي للمشتقة فإن الطرف الأيمن يمثل (,6)2. أما الطرف 
الأيسر فإنه يساوي صفراً وبالتالي فإن 0=(ر۴)2 وهذا يناقض الفرض مبيناً أن 
الدالة يجب أن تكون واحدا ‏ لواحد منهيا بذلك إثبات النظرية . 

النظرية التالية هي نتيجة للنظرية السابقة ونترك إثباتها تمريناً للقارىء. 
نظرية ١‏ : 

إذا كانت الدالة ۴ تحليلية على المجال 2 وكانت كذلك واحداً ‏ لواحد على 
2 فإنها تكون مطابقة على ذلك المجال. 

الأمثلة التالية توضح فكرة الدالة المطابقة . 
مثال 5: 

با أن الدالة ٠”‏ = (2): دالة تحليلية على كل المستوى المركب وكذلك 
0ه = (2) لكل z‏ في المستوي فإن الدالة ۴ تكون مطابقة على كل المستوي . 


4 


مثال ۷: 


الدالة ”< = (1)2 تحليلية على كل المستوي المركب ولكن 0 = (۴)0 عند 
النقطة 0 = ر وبالتالي فإن الدالة ۴ ليست مطابقة عند النقطة 0 = م2 وبا أن 
0 2 = (2) فإن النظرية ۳ تؤكد أن الدالة ٤‏ تكير الزاوية عند 0 = ر2 بمقدار 

2 = 5 وبالتالي لإيجاد صورة المستطيل ۸ء حيث : 
Sy <1}‏ 2,0 > ع > 0 نار + ع R=‏ 





شكل )٤(‏ 
فإن صورة الزاوية القائمة عند 0 7 Zo‏ تضاعف لتصبح الزاوية المستقيمة 7 


في المستوي “ ,نا وبالحساب يمكن معرفة أن صورة النقاط 2+1,1 ,2 هي على 
الترتيب 1- ,3+41 ,4. ولإيجاد صور القطع المستقيمة نجد العلاقات التالية : 


الور + ”ر - × = زع = (ع)۴ = u + vi = )w‏ 
وبالتالي فإن : 
×2 = ۷ ,ر س × = u‏ 


وحيث إن 0 < × ,0 < رفي الملستطيل ۸ فإن 0 < ر×2 = ؟ أي أن 
0 < !1 وبحذف المتغيرات × ,ر بين العلاقتين ”ر - ”× كد ن 2y,‏ = ۷ 


{1° 


عندما تأخذ هذه المتغيرات القيم على أضلاع المستطيل نجد أن صورة ضلع 
المستطيل 2 > × > 1,0 = رهي 1 - ٠,21‏ ل وكذلك صورة ضلع المستطيل 


1 0 0 
X=2,‏ 1>ر>0 هي 4 = أب + Uu‏ وعليه فإن صورة المستطيل تاخذ 


الشكل .)٤(‏ 
لاحظ أن مقياس التكبير هو: الم2) ۴| ... (۷ - ۲۰) 
فيكون عند ¡ + 2 = 2 هو: 22+i| = 2 V5‏ = إ() | 
مثال ۸: 


لاحظ أن الدالة 2 = (2) في المثال السابق دالة مطابقة عند كل 2*0. 
وذلك لأن 0 2 22 = (2) فإذا أخذنا المسارين × = ر و2-« المتقاطعين عند 
النقطة 21 + 2 = <2 فسنبين أن الدالة تحافظ على الزاوية بين صورتي هذين 
المسارين وهى 7/4 = 8 ولنرى ذلك نستعين بالعلاقتين ”ر - × = لا ,ع2 = ۷ 
ولإيجاد صورة المسار الأول المعرف بالمعادلة × = رفإن 0 = ا وكذلك 
2y” < 0‏ = ؟ يحددان صورة هذا المسار وبالتالي فإن صورة المسار × = لإ هو 
النصف الموجب من المحور التخيلى ۷ ولإيجاد صورة المسار الثاني المعرف بالمعادلة 
2 = × فإن ر - 4 = نا ,ر4 = ۷ وبحذف لا من كلا المعادلتين نجد صورة 


المسار 2× وهي : 6 - 4 ددن 
¥ 


وهذه تمثل قطعاً مكافتاً. 
۷ 





7 
4 


لاحظ أن الزاوية هي ((2+21) #) ع۸۲ وهي : 
Arg (4 + 4i) = 4‏ 


أي أن الزاوية هي 2/4 تماما كما كانت بين المسارين : 
- ل ,2 x=‏ 
مثال :٩‏ 
لاحظ أن الدالة 2 وهء = (1)2 دالة مطابقة عند جميع 2 
بحيث إن ... ,2 ,1 = 18,18 6 2 وهي التي تجعل 2 مله - = ]')z(‏ صفراً. 
أما عند هذه النقاط فإن الدالة ليست مطابقة . 
نهى هذا البند بملاحظة أن الدالة المطابقة عند نقطة ,2 يوجد لها نظير 
موضعي أي دالة عكسية موضعية أي معرفة عل جوار (مفتوح) ومركزه النقطة 8 
فإذا رمزنا للدالة العكسية الموضعية بالرمز ع وللدالة بالرمز ٤‏ فإن العلاقة بين 
مشتقتي الدالتين (وهي معروفة) هي : 1 
کا 
(w) = ۴)‏ نع ... (Y1-V)‏ 
لكل 2 ف الجوار (مفتوح) الذي مركزه ۰0 ولربط هذه الفكرة بالتفاضل 
المتقدم نستفيد من معادلتقى كوشى .- ريمان وكون الدالة ٤‏ تحليلية حيث إن 
الحاكوبي لمذه الدالة هو: 


u + v= |۴ 0‏ ا" 





U, 
ووم‎ 39| 5 7 


فإذا كانت هذه الدالة مطابقة فإن 0 < (م2) ۴ وبالتالي فإن الجاكوبي 
0 () 3 مؤكداً أن الدالة ۴ هما دالة عكسية في جوار (مفتوح) حول ,2. 


Ai 


١‏ بين أن الدوال التالية مطابقة 


))2( = ب تع‎ f(z) = sin z - Î 
1)2( = cos 22 د‎ f)z( = 7 + ج‎ 
1)2( = ¡ 2 هل‎ 
جد صورة المربع ۴ تحت الدالتين ”2 = (2) ,125 = (2)ع حيث إن‎ ۲ 
R= {x+yi:0<x<1,0<y<1} 
1)2( = 6“ صف صورة المجالات التالية تحت الدالة المطابقة‎ ٣۳ 
D = {z:0<Im.z< 7/2} أ‎ 
: ب - المنطقة المثلثية المحددة بالمسارات‎ 
y=0,y =x, XxX =2 
D = {z: Rez>0} بت‎ 
D = {z:Rez>0,0<Imz< 7/2} د‎ 
: جد دالة عكسية موضعية للدالة *2 = (1)2 عند النقاط التالية‎ - ٤ 
=1 أ 2-1 ب‎ 
.2=0 بن أن الدالة ل = (1)2 مطابقة عند جميع النقاط عدا‎ 0 
.٥ برهن النظرية‎ - ٦ 
بين أن الدالة 2 = (2)؟ واحد - لواحد على المجال‎ ۷ 
D = {z€ C:Re.z>0} 


Ay 


ولكنها ليست واحدأً ‏ لواحد على أي مجال يحتوي 5 . 

۸ - بفرض أن الدالة ٤‏ تحليلية وكذلك واحد - لواحد على مجال 2 وعرفئنا 
الدالة ط با مساواة (5)2 = (1)2 لكل 2 في 0 برهن أن 8 واحد ‏ لواحد 
على 2. 

4 - لتكن الدالة ‏ تحليلية على المجال 72 حيث: 

D = {z: |2| <1}‏ 
ونفرض أن 0 = (0)] وأن 1> |(۴)2| لكل 2 في 2. 
أ برهن أن 1 > |2| > |(5)2] لكل 2 في 2. 
بد إذا كانت 0 # م2 بحيث إن و2 = ((1)2 فرهن أنه يوجد عدد 


f(z) = az; || = 1 








اقتراح : 
أ من كون الدالة تحليلية وأن 0 = (۴)0 بِينٌ أن /(2) تحليلية كذلك 
ثم بين أن 
1 1 
max N 0‏ <| 2 | 
lz :‏ 0 ع2 2 


ثم خذ النهاية عندما 1 ج۲ لتستنتج المطلوب . 
ب استعن بقانون القيمة الطلقة العظمى لإثبات أن: 
f(2)‏ 


Z 





= a, || = 1 


»© مقدار ثابت. 
ملاحظة الفرع أ من هذا التمرين يعرف بأنه نظرية شوارتز. 
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۳-۷ الدالة مزدوجة الخطية 

نتناول في هذا البند نوعاً هاماً من الدوال يمثل عائلة من الدوال المطابقة وها 
تطبيقات كثيرة وتسمى الدالة مزدوجة الخطية . 
الدالة مزدوجة الخطية : 

لأي أربعة أعداد مركبة 8 ,+ ,8 ,» عرّف الدالة ۴ بالمساواة التالية : 


az + 8 
yz +8 





(۳-۷) ... f(2) = , » “دق‎ 8 


هذه الدالة دالة نسبية وبالتالي ها قطب بسيط عند النقطة بو/ة - = رج أما 
الشرط ب 8 < 5 » فهو ضروري حت لا تكون الدالة ثابتة القيمة. ولهذه الدالة 


خصائص هامة كثيرة نلخصها فيا يلي : 
أ الدالة ٤‏ مطابقة عند جميع الأعداد المركبة عدا القطب (/8 - = ر2 
طبعاً. لأن: 
a - YB‏ 
EV OS a‏ 
)8 + بم 9 
لأن م8 عد قه. 


ب _ بالاستفادة من نظرية ٤‏ فإن الدالة ؛ واحد ‏ لواحد كذلك على جميع 
نقاط المستوي عدا القطب 8/9 أي على المجال [لااة -) - € = <8آ. 


ج - يكن إعادة تعريف هذه الدالة لتصبح واحداً ‏ لواحد على كرة ريمان 
أي على المجال 2*1 لا © = 2 وذلك كا يلي : 





az + 8 

بدزة - ع 2 , 8+ Zz‏ 
8y‏ - = جره = (2)ع . . . 7 - 56) 

م = 2 ,عله 


{Yo 


د لكون هذه الدالةواحداً ‏ لواحد على المجال (ب/8-) - © = © فيوجد 


ها دالة عكسية هى : 
-êw + 8‏ 
سد = z= h(w)‏ ...)1-۷( 
0 - براه 
حيث إن 
8+ مه _ _- 
ANE yz +8‏ 


ويمكن كتابة كل منها بدلالة المتغيرين 8 ,2 كا يلي : 
(YV-V) ... az + B = wyz + Sw‏ 
ومن هذه العلاقة يتبين لذا سبب التسمية باسم مزدوجة الخطية فهذه 
العلاقة تبِينٌ أن الدالة خطية بالمتغير 2 وهى كذلك خطية بالمتغير س. 


ه- ولكون هذه دالة يمكن تعريفها لتصبح واحداً ‏ لواحد على المجال 
(©1 لا € = 0 فإنه يوجد ها دالة عكسية وهى : 


-52 + 
01و لاسكا‎ = 
9z - a 
(AV)... g8 ` (2) = أ‎ o0 , لاله ده‎ 
- 5/۷ , 2= 6 


و يكن اعتبار هذه الدالة مزدوجة الخطية على أنها تركيب لعدة دوال مثل 
الإزاحة والدوران والتكبير والمقلوب . انظر تمرين 784 . 

ز- من أهم خصائص هذه الدالة أنها تنقل مجموعة الدوائر والخطوط 
المستقيمة الى نفسها أي أن صورة الدائرة إما أن تكون دائرة أو خطاً 
مستقيحا وكذلك صورة انط المستقيم إما أن تكون دائرة أو طا 

ح - يكن إيجاد دالة مزدوجة الخطية تنقل أي ثلاث نقاط مختلفة في المستوي 
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إلى أي ثلاث نقاط متميزة أخرى. فإذا أردنا أن نجد الدالة المزدوجة 
الخطية التى تنقل النقاط ,2:2 ,2 الى ڕ۷ ,ر۷ ,۷ على الترتيب فإننا نجد 
« كدالة في 2 من النسبة التالية : 

,2 - ية) (2 - 2) و« - ي8) (w - w(‏ 


۹ -۷(... - 
(w — (ڕ۷‎ (wر‎ - W,) (z - 2,( )Z - 20 


هذه علاقة جبرية تبينٰ أن صورة ,2 هي ,۷ وصورة ر2 هي ر۷ وكذلك 
صورة ,2 هي ۷ . وكذلك هي مزدوجة الخطية إذا حصلنا على الضرب 
التبادلي هذه العلاقة. وإذا كانت إحدى النقاط المطلوبة هي الرمز © 
فإننا نفرض أن النسبة التي تحتوي على هذه النقطة هي 1. وبدقة أكثر 


نفرض أن إحدى النقاط © = ر« فإننا نفرض أن 1 = للحي" 
وهي التي تحتوي على « لنحصل على العلاقة المطلوبة وهي : 
(2 - ر2) (,2 ¬ W3 _ )z‏ ح ١-0 Wa‏ 


E (Zz ~ 24) ر(‎ 2 2) 


ين ونوضح الحقائق في ز» ح بالأمثلة التالية : 
مثال :٠١‏ 
جد دالة مزدوجة الخطية تنقل النقاط ¡ ,2 ,1- الى النقاط 1 ,3- ,1. 
الحل: 
بتطبيق العلاقة (لا ‏ ۲۹) حيث إن: ‏ * 
Ww = 1‏ ,3 - = رw‏ ر¡ = W,‏ ,أ = Zz,‏ ,2 = ,2 ,1- = ,2 


(w — i) (-3 - 1) _ (2+D(@2~D 
(w - 1( )-3 -¡( (z2¬—D (2 +1) 


يفف 


ومنها فإن: 
4(W-i) _ (2+02 -(‏ 


(w-1) (3+D 3 )z-( 


وبإجراء العمليات الجيرية اللازمة لإيجاد « بدلالة 2 نحصل على الدالة 





المطلوبة وهي : 
8 +2ه _ 0 
8+ 2ب w= f(2)‏ 
حيث إن 
7-11 - = 8 رہ = 1+ 5 = م8 ,131 + 7 - = a‏ 
مثال :١١‏ 


جد دالة مزدوجة الخطية تنقل النقاط 0 ,1 + 1 ,2 الى النقاط © ,1 ,0. 


الحل: 
بتطبيق فكرة العلاقة (/ا  )7١‏ .حيث إن : 
e‏ = پس ,1 = رw‏ ,0 = رلا ,0 = Zz‏ ,1 + 1 = رz‏ ,2 = ,2 
أي بفرض أن: 1= ب لنحصل على العلاقة : 


Ww —~W )2 - 2,( )Zر‎ ¬ 2,( 


(,2 - ر2) (,2 - 2) Wa 7 W1‏ 
ومنها فإن: 
(+ 2-20 ` 
سس سس WS‏ 
(2 -2)1+1 
أي أن: 


W= 








2-2 م 


i 7‏ + 1س 


۸ 


ويمكن تبسيط هذه الدالة لتصبح كا يلي : 


jz + 2‏ - 
WN =‏ 
7 
مثال ؟١:‏ 
بين أن الدالة 
2 + 1 
سنن كت (2)) 
(2 ¬ 1)1 
تنقل قرص الوحدة 1 > |2| الى نصف المستوي السفلي . 
الحل: 
iz + i‏ 
w = ])2( =‏ 
2-1 


لنحصل على قيم الثوابت 8 ,۷ ,8 ,» وهي : 


وبالتالي فإنه يوجد دالة عكسية لمذه الدالة وهى : 


w + i 





Zz = 8 )8( = : 
W ~1 

وذلك بتطبيق العلاقة (۷ - 7). وحتى نبحث تأثير هذه الدالة على القرص 

المفتوح نبحث عن صورة دائرة الوحدة 1 = |2| وبالتعويض في الدالة العكسية 


w + ا‎ 











1 = || = 
w~ i 


£4 


: أي أن‎ 
jw + il = |w — il 

وبالتعويض بدلا من ۷ بالقيمة اا + دا نحصل على : 

ju + (v + 1) 1| = ju + (v — 1) if 
ومنه فإن:‎ 

1(7 مم + u‏ = ”(1 + مم + u‏ 
وهذا ينتج المعادلة 0 = ۷ وهذا يعنى أن صورة دائرة الوحدة هى المحور 

الحقيقي نا (0 = ۷) حيث أن 0 = (1-)4 وكذلك 1 = (1)1. 


و 





شكل (5) 


وينصح هنا بتوضيح الاتجاه الموجب للكانتور1 = |2| لنحدد اتجاه صورته وهي 
المحور الحقيقى بالاتجاه السالب (وذلك بأخحذ صورة عدة نقاط على الدائرة 
لتوضيح الاتجاه) فتكون صورة المنطقة الداخلية للكانتور 1 = |2| هي المنطقة 
التي تقع على يساره صورة هذا الكانتور أي النصف السفلي للمستوي المركب 
وللتحقق من ذلك نفرض أن 1 > |2| في الدالة العكسية لنحصل على أن 
إز - بسن[ > |1 + وإ وبكتابة هذه العلاقة على الصورة |1 - 8[ > |( -) - بوم 
والتي تفسر على أن المسافة بين س و1- أصغر من المسافة بين س وذ وهذا الشرط 
ينطبق على النصف السفلي للمستوى. 


:١" مثال‎ 

إبحث في تأثير الدالة ال = (1)2 على المستوي المركب. (أي بين أنها تنقل 
الدائرة الى دائرة أو خط مستقيم وكذلك الخط المستقيم تنقله الى دائرة أو خط 
الحسل: 

من الواضح أن هذه الدالة تنقل كرة ريمان الى نفسها بشكل واحد ‏ لواحد 
حيث إن © = (1)0 و0 = (4)0 وأن اله = (1)2 لباقي الأعداد المركبة. وهي 
كذلك حالة خاصة من الدالة مزدوجة الخطية لذلك فهي دالة مطابقة عند كل 
الأعداد المركبة باستثناء 2-0. ومن تأثيرها على المستوى أنها تنقل دائرة الوحدة 
الى نفسها بحيث إن 2 = (42 لكل 2 :1 = |2| وكذلك تنقل كل نقطة في 
داخل قرص الوحدة الى نقطة خارج هذا القرص وذلك إذا فرضنا أن 1 > إإ 
فإن الم = س ومنه فإن 8 = || وبالتالي فإن 1 > - أي أن 1 < |«|. أما 
الدالة العكسية لهذه الدالة فهي نفسها. 
مثال ۱٤‏ : 

جد دالة مزدوجة الخطية تنقل المنطقة الملالية في الشكل (۷) الى شريحة لا 
نهائية . 





شكل 7) 


۴1 


الحل: 


المنطقة المطلوب إجاد صورتما ھی داخحل الدائرة 2- || وخارج الدائرة 
1 = |2-1|. أولاً نحاول أن نجد دالة مزدوجة الخطية تنقل الدائرة 2 = |2| الى 
المحور الحقيقي ا مثلاً والقرص الى النصف العلوي من المستوي المركب وذلك 
باختيار ثلاث نقاط على الدائرة مرتہة حسب الاتجاه الموجب ها وثلاث نقاط عل 
المحور الحقيقي بالاتجاه الموجب مثلا: 2 > 2 ,ا2 - = ر2 ,2 - = ,2 وكذلك 
© = ولا ,1 = ر۷ ,0 = ,ا وبتطبيق فكرة العلاقة (۷ - )١‏ وإجراء العمليات 
الجيرية اللازمة للتبسيط نجد أن الدالة المطلوبة هى : 
(2 + 1)2- 


1 ع‎ = 
(I-V) ...W 


وحسب التعريف فإن هذه الدالة (۷ - )۳١‏ تنقل الدائرة 2 = |2| الى المحور 
الحقيقي (المغلق) نا (أي أن 0 = ۷) . وحسب الاتجاه يتبين أن صورة القرص 
المفتوح 2 > |2| هي نصف المستوي المركب 'انا العلوي . وللتأكد من ذلك علينا 
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شكل (۸) 


أن نبي أنه اذا كانت 2 > || فإن 0 < س 1:0 وبإيجاد الدالة العكسية للدالة (۷ 
)۳١ -‏ (وذلك باستخدام العلاقة (۷ - ))۲١‏ وهي : 


يضف 


2w - 2[ 








2 
w+i‏ 
حيية إن 2- = 1,8 a= - i, 8 = - 21, y=‏ 
2w 2i) 5 0‏ 
وحيث إن 2 > |2| فإن: 2< | ا | = اتا 
ومن هذه العلاقة نستنتج أن: |( lw E‏ < إنحبو| 


وهذه العلاقة تفسر على أن بعد س عن النقطة ¡ أصغر من بعد النقطة ۷ عن 

[- وهذالا يكون إلا في النصف العلوي من المستوي المركب ۷نا حيث 

0 < س مم1. المخطوة التالية هى أن نجد صورة الدائرة 1= |2-1| تحت الدالة 

)۳١ - ۷(‏ وذلك باختيار ثلاث نقاط مختلفة مشل 1-1 ,0 ,1+1 وبالتعويض في 
الدالة (۷ - )۳١‏ نجد أن صورها هى على الترتيب. 

f(1 + i) = -2 + j ٣‏ = ربس 

w, = f(0) = i, w, = f(1 — i) = 2+1 


نلاحظ أن هذه الصور 2+1 ,1,1+ 2- تقع جميعها على الخط المستقيم ۷=1 
وبذلك فإن صورة المنطقة الهلالية هي الشريحة +1 حيث : 
R= {w:0<Imw <1}.‏ 
المثال التالي يناقش دالة من أهم الدوال المطابقة المزدوجة الخطية لأا تنقل 
قرص الوحدة المفتوح إلى نفسه . 
مثال :١6‏ 


بين أن الدالة مزدوجة الخطية المعرفة بالمساواة التالية : 
00-2 


N = 1, el <1‏ دح = f(2)‏ ...ام 
2 -1 





تنقل قرص الوحدة المفتوح 1 > |2| إلى نفسه . 


err 


الحل: 


يما أن ٠1‏ 2 عو بون ۸ فإن الدالة 





<١ »-2‏ 
= (1)2 
2 مم - 
واحد ‏ لواحد والدالة العكسية ها هى : 
Ww + —~AIw +a‏ 
لاللند = ليالس ت gw)‏ 
Aw +1‏ م - W +A‏ ماس 
ومن ذلك فإن: 
بسح زه 
8(w) - 5‏ 
1-a Aw‏ 


ومن السهل التحقق من أن z‏ = (z)٤مع‏ وأن س = (س)عه؛ ونترك ذلك 
للقارىء . 


بقى أن نثبت أنه إذا كان 1 > |2| فإن 1> |٤)z(|‏ وكذلك إذا كان 1 > إw|‏ 
فإن 1 > |(«)ع| ويكفي أن نثبت الأول ونترك الشاني تمريناً للقارىء ولذلك 
نفرض أن 1 > |2| فإن 
la - 2Re. )»2( + |Z‏ 5 
س سس تت |(2 
Re (a 2( + af [zf‏ 1-2 
وكذلك فإن 1 > |(۴)2| عندما يتحقق الشرط 
la - 2 Re. (az) + jz < 1 - 2Re (az) + laf zf‏ 


laê + |Z < 1 + lal lz 


2*4 


وهذه المتباينة يمكن أن تكتب بالصيغة التالية : 

0 > 7ج - [al‏ - “جز jal‏ + 1 
ومن ذلك فإن: 0 > )|«| — 1( )| - 1( 
وما أن 1 > |»| ,1 > |2| فإن 7(<0إ»| -0,)1< 25 -1) 


وهذا ينبي إثبات أن 1 > |(1)2|. 

أي أن هذه الدالة تنقل القرص المفتوح 1 > || الى القرص المفتوح 
1 > إس|. وبا أن 1 - |۸| فإنها تأخذ الشكل ١ = e"‏ حيث إن 2:8١‏ = 6 
وبالتالي فإن الدالة (۷ - 77) تأخذ الشكل التالي : 


1- » 7 


"اج د )1 ... (T-V)‏ 


لاحظ كذلك أن < » = (1)0 ,0 = ٤)»(‏ وأن » = (0)ع. المثال التالي يسين 
كيف يمكن الاستفادة من تركيب الدوال للحصول على صورة محددة . 


:١١ مثال‎ 


بين أنه يكن أن تنقل المنطقة الملالية المعرفة في المثال ١5‏ الى كل المستوى 
المركب ۷نا. 
الحل: 
يمكن الاستفادة من مثال ٠٤‏ كخطوة أولى حيث إن الدالة: 
(2+)1- 
2-2 


w = 1)2( = 


تنقل المنطقة الملالية الى الشريحة : 
R= {w:O0<Imw <1}‏ 


{o 


والآن ننتقل الى الخطوة الثانية رهى إيجاد دالة تنقل الشريحمة ۴ الى كل 
المستوي المركب وهنا نفكر بدالة ET‏ “» ولكن هذه الدالة تنقل الشريحة 
( > >2 0>1 :2 ) إلى كل المستوي المركب وبتعديل الدالة ٠”‏ لتصبح 
©”» - (2)ع فإنها أي الدالة ع تنقل الشريحة ۸ إلى المستوي المركب وبإيجاد 
تركيب الدالتين ۴ع نحصل على الدالة المطلوبة وهي : 


(2+م)نى 


h(z) =gof(z) =e 2 


مثال ۱۷: 


ين أنه من أن “تيعد 'ذالة تقل رة صل > 


R= {z:0<Imz<1} 
|2+1| > 1 الى قرص مثل‎ 
الحل:‎ 


تبين لنا أن الدالة "© = (4)2 تنقل الشريحة ۸ الى نصف المستوي المركب 


y ۷ 


7Z 





شكل (4) 


العلوي . يمكن بالأساليب التي اتبعت في الأمثلة السابقة: إيجاد دالة مزدوجة 
الخطية تنقل نصف المستوي المركب العلوي الى القرص 1 > |1 + 2| مثل : 


۳٦ 


2 + ج27- 

2-0-0« +0 
وبالتالي فإن تركيب الدالتين يحقق المطلوب وهو: 
2 +*7ع2- 

امل © زج 


والذي ينقل الشريحة ۸ الى القرص 1 > |2+1|. 


= (2)ع8 


h(z) = g (f(z)) = 


مثال ۱۸: 


بين أن الدالة : 
2 +1 


2 
ريط‎ - ”~ Log EE 


تنقل قرص الوحدة 1 > |2| الى الشريحة ۸ حيث 
R= {w:-1<Imw <1}‏ 


الحل: 
من الواضح الدالة 8 عبارة عن تركيب دالتين وهما: 


2 E E 
8(2) =  Logz, f(z) = ل‎ 
تنقل قرص الوحدة الى النصف الأيمن من‎ ٤ ونترك للقارىء أن يبين أن الدالة‎ 
۴ المستوي المركب أما الدالة ع فإنها تنقل نصف المستوي هذا للشريحة المذكورة‎ 
ونترك تفصيل ذلك للقارىء.‎ 


وهكذا يتبين لنا كيف يمكن إيجاد دوال تنقل أي محال الى مجال آخر 
باستخدام تركيب دالة مزدوجة الخطية والدوال الأساسية مثل الدوال الأسية 
واللوغاريتمية والمثلثية وغيرها. 


۴۷ 


تمارين ۷۔ ۳ 


-١‏ أكمل حل مثال ٠۳‏ بأن تبن أن الدالة ل = (12 تنقل المعادلة 


0= 8 + بوبه + 8x‏ + )ر + e)‏ الى المعادلة 0 = يم + بوره جزم + v(‏ + )8 
حيث إن 8 ,۷ ,8 ,» أعداد حقيقية بحيث إن 8 »4 < ”ب - ”8 . لاحظ أن المعادلة 
الأولى تمثل دائرة اذا كانت 0 < » ومستقيع) إذا كانت 0 = ». وعليه فإن المعادلة 
الثانية كذلك تمثل دائرة إذا كانت 0 < 8 وتمثل خطأً مستقي) إذا كانت 0= 8. 


استفد من التمرين السابق لإثبات أن الدالة ل = (1)2 تنقل الخطوط 


المستقيمة الأفقية الى دوائر مراكزها تقع على المحور التخيلي وكذلك 
الخطوط المستقيمة الرأسية الى دوائر مراكزها تقع على المحور الحقيقي . 


اقتراح : الخط المستقيم الأفقي يوازي المحور الحقيقي × وتكون معادلته 
8-0+لا حيث تكون 8 ,» أصفاراً و1 = ب وبالمثل يمكن معالجة الخط 


المستقيم الرأمي . 


جد صورة ما يلي تحت الدالة ال = (1)2 


- 1-|1+ج| ب -1 = إف-ج| 
جه د Imz=2‏ د -1- Rez=‏ 
بين أن الدالة : 
2+ 1-12 
را 
1+12+2) 
تنقل القرص 1 > |1 + 2| الى نصف المستوي العلوي 
Im. w < 0‏ 


۸ 
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جد صورة الدائرة 1 = |1 - :| والمنطقة الداخلية لما تحت الفوال االية - 


أ =z —i‏ (1)2 ب _ 12- - (ج)1 


2 f(z) = 
2+1 7-5 9 2-1 





ج ب 





1)2( = 


جد دالة مزدوجة الخطية تنقل النقاط و2 ,ر2 ,2 الى و۷ ,ر۷ ,۷ على 


الترتيب فيا يلي : 
أ 0,i, ~i‏ اى 1,1,0- 
ب - 0,1,2 الى © ,0,1 
ا © ,0,1 الى m,1‏ ,¬ 
د 1,1,1- الى 1,0,1- 


جد الدالة العكسية للدوال التي حصلت عليها في التمرين السابق. 
بين أن الدالة سف = (ج) تنقل قرص الوحدة الى نصف المستوي 
الأيمن أي 0 < س Re.‏ . 


جد دالة تنقل المنطقة الهلالية الواقعة داخل الدائرة 2 = |2-2| وخارج 
الدائرة 1 = |2-1| الى شريحة أفقية . 


-٠‏ جد دالة مزدوجة الخطية ٤‏ تنقل قرص الوحدة 1 > || الى نصف 


المستوي الأيمن 0 < ۷ .26 بحيث إن 0 = (1-)1. 


-١‏ جد دالة مزدوجة الخطية تنقل النصف السفلٍ للمستوي الى القرص 


١7 


1 >|2-1| 
بين أن الدالة ٠‏ = (1)2 تنقل المنطقة المستطيلة ۸ حيث: 
}8 > 2 ص1 > بدرم R= {z:a > Rez<‏ 


الى المنطقة الحلقية 5 حيف:إن؛ ۰ 
e“<r<e®, y<0<8}‏ بأأور) = S‏ 


۳۹ 


۳ بين 


- 0٥ 


- ۸ 


أن الدالة : 


e7 ~ إ‎ 
f(z) = ت‎ 
(2) e + j 


تنقل الشريحة ۸ حيث 
R= {z:0<Im.z < 7}‏ 
الى قرص الوحدة 1> إس|. 


بين أن الدالة: 
1+2 
1-2 


تلقل قرصن الوحدة 1 > |2 الى الشريحة ۸ حيث 
R = {w: - 5 < Im. w < 2‏ 


جد دالة تنقل المنطقة الملالية المذكورة في التمرين ٩‏ الى كل المستوي 
المركب. 


1)2( = Log 


اقتراح : استعن بتمرين ٩‏ وكرن الدالة ٠”‏ = (1)2 تنقل شريحة أفقية الى 
كل المستوي المركب. 

بين أن الدالة مزدوجة الخنطية ] التي تثبت النقطتين 1 ,1- ( 
1= (1,4)1 - = (1-))) هي : 


ص ونه 


حيث إن © * (1)0 = ». 

جد دالة مزدوجة الخطية تنقل الدائرة 1 = |2| الى الدائرة 1 = |8-1|. 
جد دالة مزدوجة الخطية ؟ تثبت النقطتين 1 ,0 بحيث إن © = (1-)1. 
جد دالة مزدوجة الخطية تاقل المحور الحقيقي × الى نفسه والمحور 
التخيلي و الى الدائرة ج =| ج - «|. 


3 


8٠‏ جد دالة مزدوجة الخطية تنقل المحور الحقيقي × الى نفسه والمسعقيم 
× = بر الى الدائرة ۷2 = إن+س|. 

١‏ - بين أن منحنيات المستوي للدالة ”7 = (2)؟ تتقاطع بزاوية متعامدة وهي 
عائلتان من القطع الزائد. 
اقتراح : او + ”ر - × = 22 = (4)2 نفرض أن » = ”ر - × تحصل 
على إحدى العائلات وبفرض أن 8 = ر×2 تحصل على العائلة الثانية . كما يبين 
الشكل(١٠١).‏ 5 


2 2 
Xx ~y =» 


IS 


%5 
0 


)٠١( شكل‎ 


5 - بين أن مستوي المنحتى للدالة 
2-1 
1 +2 





f(z) = log 
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عبارة عن عائلتين من الدوائر. إحداهما تمر دائيا في النقطتين 1 ,1- . 


اقتراح : بفرض أن الجزء الحقياني للدالة مقدارثابت نحصل على الدوائر: 
(ثابت > ») ,|1 +2[ » = |2-1|؛ وبفرض أن الجزء التخيل ٤‏ .170 مقدارثابت 


نحصل على الدوائر 





Ars | ا‎ (=8 


72 + [1 


(8 = مقدارثابت) . وها الشكل .)١١(‏ 





)١١( شكل‎ 


7 - بين أن الدالة 2 هذة = (4)2 دالة مطابقة وواحد لواحد وتنقل الشريحة 
الرأسية ۸ حيث 3 < [Re z]‏ 6 =۸ الى المستوي المركب 


۲ 


- 4 


باستثناء المستقيمين 0 = ۷ ,1 - > نا و0 = 1,۷ < نا وتنقل الخطوط 
المستقيمة الأفقية والرأسية في الشريحة ۸ الى قطوع ناقصة وأخرى 
زائدة. كا في الشكل .)١١(‏ 

بين أن الدالة مزدوجة الخطية يمكن اعتبارها تركيباً لعدة دوال مثشل 


الازاحة. الدوران» التكبير. المقلوب. 
Vv‏ 31 


-2 7/2 1 


شكل (۱۲) 


۳ 


4-۷ نويل شوارتز ‏ كر يستوفل  (Schwartz-Christoffel)‏ 


في أمثلة الدوال المطابقة والدوال مزدوجة الخطية لاحظنا أنه يمكن أن نجد 


دالة تنقل نصف المستوي العلوي مثلاً الى قرص مفتوح أو العكس. هذه 
الحقيقة أثبتت من قبل العالم الالماني ريمان 11672282 وعرفت باسمه وهي : 


نظرية 5 (نظرية تطبيق ريمان) : 

إذا فرض أن 8 محال مترابط ترابطاً بسيطأً. مجموعة النقاط الحدودية له 
تتكون من نقطتين على الأقل (أي أن 12 يختلف عن المستوي نفسه) وكانت 20 
نقطة في المجال 0 فإنه يوجد دالة مطابقة واحد لواحد (تحليلية) ٤‏ تنقل هذا 
المجال 2 الى قرص الوحدة 1 > |8| بحيث إن 0 = (رz)٤‏ وأن هذه الدالة 
تتحدد تماماً بالشرط إن 0 < (,1)2. 

نقبل هذه النظرية بدون برهان ونترك برهانها لمستوى أعلى من هذا الكتاب. 
إذن مثل هذه الدالة دائ موجودة وتنقل أي مجال يحقق شروط النظرية الى قرص 
الوحدة ويمكن أن نستنتج من ذلك أنه يمكن إيجاد دالة تحليلية وواحد لواحد 
تنقل أي مجال مترابط ترابطاً بسيطاً نقاطه الحدودية أكثر من نقطتين الى جال آخر 
مثله . 

فهل يمكن أن نجد دالة تحليلية واحداً لواحد تنقل النصف العلوي من 
المستوي الى مجال محدود بمضلع ما. هذا ما أثبته العالمان شوارتز وكريستوفل 
(Schwartz-Christoffel)‏ . 

وحتى نفهم كيفية إنشاء تحويل شوارتز - كريستوفل مهد له بالمقدمة التالية : 

نفرض أن لدينا دالة ‏ تحقق الشرط 

1-87 ... F(Z) = A “(ى<-2)‎ + B, 

بحيث إن وذ ,» أعداد حقيقية وإن 1 > » > 1- ,8 ,4 أعداد مركبة ونريد أن 


4 






fC), كيد‎ 





شكل (۱۳) 
من الواضح أن صورة ولا هي 8-18 وأن الجذر يمكن اختياره في الفترة 
| و 3( وذلك باعتبار أن الجزء السالب من المستقيم ,“ت-* محذوف 
لأنه يمثل فصل الفرع عند ر×. 
ولايجاد صورة الأعداد الحقيقية × نفرض أولا أن × أكبر من ر× فإن: 
(o - ¥) ... arg f(x) = a arg (x~x,) + arg A‏ 
وبا أن ×-× «وجبة فإن (×-») 3:8 التي تقع في الفترة المذكورة أعلاه هى 
0 وبالتالي فإن : 
arg f'(x) = 2.0 + arg A‏ 
وما أن هه عدد مركب ثابت فإن ۸ ع:د = (×) ٤‏ عه مقدار ثابت. وعليه 
فإن صورة "نل الأعداد التي تة تقع على يمين م× عبارة عن خط مستقيم ييل بمقدار 
A‏ عه عن المحور الحقيقي نا أما اذا كانت أقل من × فإن : 


. arg f'(x) = «a arg (x~x,) + arg A 


وكا أن ر×-× سالبة (وحقيقة) فإن (ر× -*) 3:8 التي تقع في الفترة المذكورة 
أعلاه هی + أي أن : 
arg f(x) = ar + arg A‏ 


t40 


وهذه القيمة ثابتة أيضاً. ممايدل على أن صور كل الأعداد الحقيقية التي تقع 
على يسار م* تقع على خط مستقيم ميله عن المحور الحقيقي ذا هو ۸ 358 + 7» 
والمستقيان يلتقيان عند النقطة 8 التى تمثل صورة ر×. 
اذا فهمنا ذلك فإنه من الممكن أن نتقدم خطوة أخرى في التعميم للاقتراب 
أكثر من المطلوب . 
نفرض أن الدالة ۴ تحقق الشرط : 
)z¬ x)... )2-X,(‏ “)له = (۴)2 ... (۷ - كم 
بحيث إن به ,...ويه وه أعسداد حقيقية تحقق ,1 ,...,1,2= ) 
ag < 1‏ --1- وكذلك Kp‏ ووو Xo‏ أعداد حقيقية ولكن ۸ عذدد مركب غير 
الصفر بالطبع وكذلك 3 3 > 2) ؤنة > 3 - لكل 5 ,... ,2 ,1 > .k‏ 
ولدراسة تأثيرهذه الدالة على المحور الحقيقى < فإن : 
arg (x—x,)‏ ره + (TV - V) . . . arg (f' (x)) = arg A‏ 
oyarg (x~X,).‏ + ...+ (ي-<) arg‏ يه + 
واذا فرضنا أن صور الأعداد الحقيقية ,× ,...,ر× ,× هى على الترتيب 
۷ ...ر۷ ,۷ فإن صور القطع المستقيمة هي قطع مستقيمة أخرى زوايا ميلها كا 
يلي : 


3 


زاوية اليل اة 
arg A + a, 7 + ayî +...+ a, T‏ (,× ,۵-) 
(x, x») arg A + aT + ayî +...+ a, T‏ 
(X1 XJ) arg A + a, 7‏ 
(x, ( arg A‏ 


وذلك بتطبيق المقدمة من أسفل الى أعلى . 
ما تقدم يتبين لنا أن الدالة ٤‏ تنقل المحور الحقيقي × الى مضلع . 
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)۱٤( شكل‎ 


ولايجاد الدالة ۴ فإنها معرفة بالمساواة التالية 
(sx) ds + B‏ ...2“)رx-s(‏ .“ني ) (A - 7 ... 1)2( = A‏ 
وحتى نضع هذه المناقشة بالشكل الاصطلاحي لتحويل شوارتز - كريستوفل 
نريد أن نجد المضلع الموجب الاتجاه وبالتالي تكون الحسركة عكس عقارب الساعة كا 
هي مبينة بالشكل )٠١(‏ . 





)١٠١( شكل‎ 


4۷ 


فيكون قياس الزوايا (زوايا الميل) من الخارج الى الداخل أي عكس عقارب الساعة 
ورن بالك قفد ورا دور كاملة قد ارا و2 اا ترما دلا 
O» ROS 0‏ و0 الزوايا و0 و86 التى مجحموعها 2r‏ بحيث إن : 
>0 >ج- فإن لك = ب (لأن 1 > » >1-) وكذلك إذا فرضنا أن 
ر4× > ... > ر× > × (بحذف × حت يمكن أن نفرضها لتساوي الرمز ©) بحيث إن : 
f(x), Wa * f(X),-.., Wa, = F1)‏ ع W,‏ 


w, = f() 


فإن الدالة المطلوبة هي : 
"ريدن (x)‏ أله = )2 ٠‏ )۳۹-۷( 


.. (6X _) "سك‎ dx +B. 


n= 


وهذه الدالة نسمی تحويل شوارتز - کریستوفل . 


نظرية ۷ (نظرية شوارتئز ‏ كريستوفل): 

اذا كان × مضلعاً في المستوي له الرؤوس ر ...رن ۷ بالاتجاه الموجب 
(عكس عقارب الساعة) وكانت زواياه الخارجية هي على الترتيب 0 و0 0 
فإنه يوجد أعداد حقيقية ,_, ,...,ر× ,× وعدد مركب ل بحيث إن الدالة ؟ 


المعرفة بالمساواة (۷ - ۳۹) تنقل نصف المستوى العلوي بشكل واحد لواحد الى 
المنطقة الداخلية للمضلع × بحيث إِن: 
f(x), Wy = f(xy)... Wa_, = FX.) W, = (®)‏ ح رن 


بحيث إن (٥)؟‏ = ۷ تفهم على أنها: 


f(0) = w = lim, f(x) 


نترك برهان هذه النظرية لمستوى أعلى من هذا الكتاب. ونكتفي بالمقدمة 


4۸ 


التي شرحت للحصول على هذه الدالة. ونترك تفاصيل إيجاد تحويلات شوارتز - 
كريستوفل للأمثلة التالية : وسنترك تطبيقات هذا التحويل للبند القادم . 
مثال ۱۹: 


جد تحويل شوارتز - كريستوفل الذي ينقل نصف المستوي العلوي الى 
المنطقة الداخلية للمثلث المتساوي الأضلاع الذي رؤوسه 2137/3 ,2 ,2-. 





)١١( شكل‎ 


الحجل: 

من كون المثلث متساوي الأضلاع فإن زواياه الخارجية هي 27/3 لذلك فإن 
3 ,1= ,27/3 = 0. ولتسهيل العمليات الحسابية نختار قي مناسبة للمتغير 
× مشلا 1 = ر× ,1 - = × فتكون (»)1 2073-2 ,(۴)1 = 2 ,(1-)1 = 2- 
حتى يكون الترتيب موجباً (عكس عقارب الساعة) وعليه فإن العلاقة (۷ - 18) 
تبين أن الدالة هى : 

f(z) =A (s-x) م(‎ x) 2 ول‎ + B 
: وبالتعويض نحصل على ما يلي‎ 


f(z) = A j (+1) (6-1) ds + B 


4۹ 


وحتى نجد الثابتين 8 A,‏ نستخدم الشروط الحدودية وهي : 
٤)1( = 2, ])-1( = - 2‏ لنحصل على ما يلٍ: 
1- 
ds +B‏ 3 م Af‏ = (1)1 = 2 


ولاكال الحل ننوه الى ضرورة الاستفادة من 0 0 في التفاضل 
والتكامل ما أمكن. أو نترك أمر انجاد مثل هذه التكاملات للتفاضل والتكامل 
توفيرا للوقت. فإذا فرضنا أن : 
1 1- 1 1 
وه سر ,[ دعة مولع ,ل -ة 


فإن الثوابت تأحذ القيم التالية: 








1 2- 
4- 1 | 1 8 0 
ل ون 
al‏ 
2~ عه 
(+2)0 5 5 8 58 
0-8 1 همه 1 
a‏ 


:٠١ مثال‎ 


جد تحويل شوارتز ‏ كريستوفل الذي ينقل النصف العلوي للمستوي المركب 
0 < 2 .”1 الى نصف الشريحة اللانهائية ۸ حيث 
R = {w: |Re. w| > 1, Im. w > 0}.‏ 


f0٠ 


الحل: 
حدود هذه الشريحة كا تبدو في الشكل )۷( 


¥ 


3 
_ 1 1- 5 1 1- 
شكل (۱۷) 
لاحظ أن الزوايا الخارجية للمضلع المكون لأضلاع الشريحة +1 هي 0-7/2 
وأن 1 > ,ثلا ,1 - = .W‏ 


وباختيار القيم 1 = ر× ,1 - = ,× فإن الدالة المطلوبة هي : 
f2) =A f 6+ 1( (s-0Pds+B 0‏ 





1 کے 
8+ ي و[ ه - 


ولايجاد قيم الثوابت A,B‏ نستفيد من الشروط الحدودية وهي WwW, = (x,),‏ 
(ر×)٤‏ = رس وعليه فإن 


-1 1 
-1=f(-) =A j, ds +B; 
1 V1 - $ 


1 1 
0+8 لنت ما f(1) = A‏ = 1 
117/1 ا 00 


1١ 


وباتجاد قيمة التكامل : 


2 1 ا دان د‎ ١ 
1 ° V1 - 2م‎ i A Sl 
. 1-ر.‎ 1 
= isin (=1), 
= isin’ (1), 
1 ى 1 1 ل#©‎ -1 | 
0 م‎ E s | 
= isin (M0. 


-1 = A (isin "1) + B, 
1= A(-isin î 1) + B, 
: وهذا يعنى أن‎ 
| 
1 1 2 


قر 
|2 


EET 
isin 1 


e 
e 1 


isin 1 0-1 
8 sin 1 1 | 
isin "1 1 


ا 
41 +1 


وبذلك فإن الدالة المطلوبة ھی 
1 2 . 
وه ل f‏ =2 
2 -1/ةز 000 


أي أن : 200 - = f(z)‏ 


ننبي هذا البند بال مثال التالي : 


يفف 


مثال ١؟:‏ 


جد تحويل شوارتز - كريستوفل الذي ينقل نصف المستوي العلوي الى التقق 
الظاهر في الشكل )1١8(‏ 





شكل (۱۸) 


الحل: 

واضح أن النقاط التي تمشل زوايا المضلع هامة وني الشكل )١18(‏ ظاهر لنا 
زاويتان لذلك نفرض أن الزاوية الأخرى هي © وقبل ذلك نفرض نقطة « على 
المحور نا تمثل الزاوية الثالثة لكي يكتمل المضلع المطلوب كا هو واضح في 
الشكل )١19(‏ 





tor 


فتكون الزوايا الخارجية للمضلاع هي على الترتيب ,0 ,ر0 ,0 حيث إن 
2 = ,8 واذا تركنا س تقترب من الرمز © فإن الزاوية ر0 تقترب من 7 ويا أن 
انهاه السهم للزاوية 6 مع عقارب الساعة فهي إذن سالبة وعندما تقترب س من 
© فإن ,6 تقترب من (7/2 ۔) وعليه فإن الزوايا هي على الترتيب 2~ î,‏ .1/2 
واذا اخترنا النقاط 1 ,0 ,1- فإن الدالة المطلوبة هي : 


1(2) = AJ (+17 وى‎ 77 (s-1” ds + B 


f(1) = 1 + 2i, f(-1) = 0, f(0) = ©‏ 
ولذلك فإن : 
a (+17 7s 1 (s- 1) ^ dş + 8‏ = (1)2 
ولإيجاد الثوابت 4 ,8 نجد قيمة التكامل عند الشروط الحدوديةء ولإيجاد 
التكامل فإن: 


ds. 








Vs - [1 ف‎ 5--1 
"` SVs+1 ° SVs -1 


= e ds 














Vg -1‏ و ° س 
El al -1‏ 
VT ds — sec s‏ 0 2 


= (-isin 's — secs) | 
“1 -1 
00 اك‎ Z~ sec Z+ 7/2. 
: وعند الشروط الحدودية فإن‎ 


-1 5-1 
0= f(1) =A ر م‎ ds + B; 
S Vg — 


16 


: وبالتالي فإن‎ 
0 = A (isin "1 - sec ' (-1) + 3 ) +B 
-1|ه-‎ [+ 8, 
= 3 +م0-1)‎ 8. 


وكذلك: 


1 


1+ 2i = f(1) = A (isin "1 - sec "1+ 3-)+B, 


= 3 (1-i) A+B 


1 0 
1+2 ا ظ 1 او ا 
ا اا 1 0-1 32 2 
(11-D) 1‏ 3 | 


: وكذلك‎ 
0 0 ظ‎ 
4 ج‎ )1-( 1+2i 1 +2 
E. E EES TEE 2 
2 )0-1( 1 


| 1 (1-1) ل 


59 
١ 
1 


ولذلك فإن التحويل المطلوب هو الدالة : 


: ا بك و نا ون ات 14+23 1- 
)2+ 1( 5 جر 3 +2 isin 2 - sec‏ )| نل چ = (1)2 
5 31-1 
sec z + 5 + 1-5 (1+21)‏ — ع sin‏ د( = 
2r 2‏ 





{00 


تمارين ۷ 1 


١‏ جد تحويل شوارتز ‏ كريستوفل الذي ينقل نصف المستوى العلوي 
0 < 2 .ص1 الى الشريحة اللاهائية ۸ حيث: 
R = {w:0<Im.w <1}‏ 
۲- جد تحويل شوارتز ‏ كريستوفل الذي ينقل نصف المستوي العلوي 
0 < 2 .1 الى الشكل )٠١(‏ 


اقتراح : افرض الزاوية الثالثة عند ) - ,0 < ]. ثم خذ النهاية عندما 
»جا لايجاد الزاوية الثالثة . 





شكل (۲۰) 


۴ جد تحويل شوارتز - كريستوفل الذي ينقل نصف المستوي العلوي 
0 < 2 .ص1 الى الشكل .)۲١(‏ 
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)١١( شكل‎ 


4 - جد تحويل شوارتز - كريستوفل الذي ينقل النصف العلوي من المستوى 


الى المجال (1 حيث 
D = {w: |Re. w| < 3 ,Iimw <0}‏ 


ن أن الدالة 
log (2 - 1(‏ = (1)2 


تنقل النصف العلوي من المستوي المركب 0 < 2 ."1 الى الشريحة 
Ww > 5(‏ .س1 > 19:0 = 2 باستنثاء الشعاع 3 د ,0 عدن ش 
اقتراح : استعن بتحويل شوارتز - كريستوفل للشكل (۲۲)› 


لاحظ الرؤوس الثلاثة : لتجد الزوايالما اجعل ‏ تقترب من ©* لتحصل على 
المطلوب . 


foV 





شكل (۲۲) 
- بن أن الدالة 
(3-ے 2 طح = (؟ 


تنقل النصف العلوي للمستوي المركب 0 < 2 .101 الى القسم المظلل من 
الشكل (۲۳). 1 





شكل (۲۳) 


14 


0 
تز - کر 
03 سو 


نصف | 
Ca‏ . 
. لى - ؛ جي 
00 ¢ س 








شكل ۲٤(‏ - ب) 





164 





شكل ۲٤(‏ -د) 


لك 


۷ه تطبيقات 


نتناول في هذا البند أنواعا ختلفة من تطبيقات الدوال المطابقة والتحليلية 
وسيكون تناولنا وا وليس 2 تحليلياً لكثرة التطبيقات وتمشياً مع الهمدف الذي 
وضع من أجله الكتاب و كتاباً رياضياً. ويستطيع القارىء المهتم 
بالتعمق في موضوع التطبيقات الرجوع الى العديد من المراجع التي تعالج 
الموضوع بالتفصيل والمذكورة في قائمة المراجع في آخر الكتاب. لذلك سنذكر نوع 
التطبيق ومثالاً عليه موضحاً بالرسوم ما أمكن وسنفترض أن الشروط -- 
المثالية معتمدة في جميع الحالات وهي التي تحقق الشروط الحدودية أو الشروط 
الأولية دون أية تفصيلات لذلك. 


| درجة الحرارة الثابتة (Steady State Temperatures)‏ 
إذا فرض أن درجة الحرارة لصفيحة تعتمد على الموضع في الصفيحة ولا 
تعتمد على الزمن فإن الدالة ( ,*70 التي تصف التوزيع الحراري في الصفيحة 

والتي تحقق الشروط الحدودية دالة توافقية أي أنها تحقق معادلة لابلاس: 
V T(x, > 0‏ 
وبالتالي فإنه يوجد دالة تحليلية (۴)2 بحيث إن : Re.f= T(x, y)‏ 
وعليه فإنه يكن أن تفسر بأنه لأي دالة تحليلية 6 فإن ۸٠.۴‏ يمثل دالة التوزيع 
الحراري الشابت. لنفرض أن المرافق التوافقى للدالة (إ,×)1 وهو 
(إ ,*) 5 = ؟ .م1 فإذا فرضنا أن » = (ر ,»)1 = مقداراً ثابتاً فإن منحنيات 
المستوي التي تمثلها هذه الدالة تسمى (15015675381) خطوط تساوي الحرارة 
وكذلك إذا فرضنا أن 8 = (ر ,») 5 = مقداراً ثابتاً فإن منحنيات المستوي التى 
تمثلها هذه الدالة تسمى خطوط تدفق الحرارة 565ذ! 41087 غ263 ومن المعروف أن 
منحنيات المستوي لأي دالة توافقية ومنحنيات المستوي لدالة المرافق التوافقي هما 
تتقاطع متعامدة . 


اكع 


مثال ۲۲: 
تبين لنا في تمارين ه من الفصل الثاني أن أحد فروع 2 108 تحليلية في 
النصف العلوي للمستوى وأن منحنيات المستويات تمثل بالشكل (70). 


T(xyy) = a 


S(x,y (= 8 


XK 


)۲٥( شكل‎ 


ب الحقل الكهر بائي : 

من المعروف أن الحقل الكهربائي (ر ,*)1(والذي يكن أن يعرف بأنه القوة 
المؤثرة على وحدة الشحنة الموجبة عند النقطة (إ,*)) محافظ أي أنه يوجد دالة 
الجهد الكهربائي (لا ,*) ف بحيث إن (لا ,×) 4 ۷ - = (ر,×)۴ وبالتالي فإن 
( ,×) 4 توافقية ويوجد لها مرافق توافقي مثل (لا ,*) 5 لنحصل على الدالة 
التحليلية 51 + + = (4)2. أن منحنيات المستويات » = (ل ,×) 4 حيث » 
مقدار ثابت تسمى خطوط تساوي الجهد وكذلك منحنيات المستوي 
8 > ( ,×) 5 (حيث 8 مقدار ثابت) تسمي خطوط التدفق. 


4۲ 


مشال ۲۲ : 


من دراستنا السابقة للدوال المطابقة يمكن ان نستنتج أن الدالة 
2 518>-(1)2 تنقل المستوي المركب باستثناء الشعاعين0 = ر,1 < |×| إلى الشريحة 
العمودية د > 26.8 > ج - وبالتالي للحصول على دالة الجهد 
الكهربائي التي تحقق شروطاً حدودية نأخذ الجزء الحقيقي للدالة المطابقة ؟ 
وهي : 
sin 2‏ .عه ى = (x,y)‏ ¢ 
حيث إن ۸ ثابت توجد قيمته اعتهاداً على الشروط الحدودية فإذا فرضنا أن 
a‏ = عأ مأو (x,y) = A Re.‏ ¢ = مقداراً ثابتاً فإن منحنيات المستوي التي نمثل 
هذه الدالة والتي تعرف باسم خطوط تساوي الجهد تمثل الشكل (١؟7)‏ 
3 


1+< 1 1 1< 
y=0 Ts‏ 
شكل )۲٣(‏ 
ج - تدفق السوائل: 
اذا فرضنا أن لدينا سائلاً يتدفق على المستوي المركب فإن سرعة تقدفق هذا 
السائل عند النقطة ار + × = 2 هي : F(x, y) = P(x, y) +i Q (x, y)‏ 


1 


يهمناهنا السائل الذي يحقق الشرطين : الأول أنه متساوي الاستمرار ' 
(uicontinuityېهم)‏ . والذي يتحقق إذا كان 0= V‘F=P,+iQ,‏ 
والشرط الثاني هو غير دوراني (1720]880881) والذي يتحقق اذا كان 
 - 0‏ يا 17 
ومن ذلك تكون 0 = ,7 - ,© 
ومن هذه الشروط يمكن أن نستنتج أن الدالة 
f(z) = P+Qi‏ 
تحليلية . فإذا فرضنا أن الدالة (1)2 هي أصل المشتقة للدالة ٤‏ فإن: 
h(z) = ¢ (x, y) + S (x, y)i‏ 
ويمكن إثبات أن (« ,×) © تمثل دالة الجهد لتدفق السائل التي تحقق 
(۷ ,)5 = 74 وبالتالي فإن » = (,*) ف = مقداراً ثابتاً يعطي خطوط 


تساوي الجهد وكذلك 8 = (ر,») 5 = مقداراً ثابتاً يعطي خطوط التيار 
للسائل : 


مثال ۲٤‏ : 
يمكن إثبات أن الدالة المطابقة i 2 )z-3(‏ ج - = f(2)‏ 


تنقل المستوى 2 الى الشكل (۲۷) 


¢ (x, y) = A Re. f(2) فتكون منحنيات المستوي للدالة‎ 


٠ 3 5‏ ۸ ثابت توح 2 
يمكن ايجادها بالطرق ا e‏ اجه سد کا في الشكل (۲۸) 
(والتي ۽ ترد ن خطرط تلفق سائل برا 2 


N 


57 ء ا حه سداً 
شكل (۲۸): تدفق سائل يوا 


١ | 5‏ 0 
eS‏ لحقيقي 
والشكل يكرن سد فإذا فرضنا أن اتجاه التدفق بات 
شلا دائرة بدلا من 02 فى الشكل (۲۹) 
8 
الموجب وعلي 


شكل (۲۹) 


156 


أما اذا كان اتجاه تدفق السائل ييل بزاوية » على المحور الحقيقي فإن شكل 
خطوط التدفق تأخذ الأشكال التالية : 


/ 


)"١( شكل‎ 





SSS 


شكل )۳١(‏ 
وني جميع هذه الحالات يمكن أن توجد معادلات للدوال التوافقية التي تمشل 
مثل خطوط التدفق هذه. 


واعتهاداً على نظرية تطبيق ريمان فإنه يمكن ايجباد دالة تحليلية مطابقة تنقل 


1 


قرص الوحدة أعلاه الى الشكل الذي يحده كانتور مغلق وبسيط وموجب الاتجاه 
مثل الشكل (75). ا 


¥ 





شکل (۳۲) 
إن مثل هذا الشكل قد يمثله نموذج جناح طائرة فتكون خطوط التدفق مثلة 
لمقاومة الحواء مثلاً الشكل (۳۳). | ظ 


شكل (۳۳) 
وقد استطاع العالم 30310511 أن يدرس ذلك التطبيق وأثبت أنه يأخذ 
الشكل : ْ 
f(z) = z + RE‏ 
د النبع والمصب: 
من المعروف أن الحقل المغناطيسي يأخذ الشكل التالي 


بت 


شكل (4( 
ويتميز بنقطة انطلاق وهي القطب الموجب ونقطة لقاء وهي القطب 
السالب. إن النقطة التي تنطلق منها الأشعة تسمى نبع والنقطة التي تلتقي فيها 
مصب . 
وكذلك يكن أن يتكون أثناء حركة سائل ضمن شروط فيزيائية نموذجية 
(الشروط الحدودية) نقطة التقاء وهي مصب أو نقطة انطلاق وهي نبع . 


مثال 6؟7: 


يمكن إثبات أن الدالة (1)2 حيث إن: 
1[ -- 2 
1[ +2 
دالة مطابقة عند النقاط 2 باستثناء النقطتين 1 ,1- وبدراسة دالة الجهد وهي 
Re. +‏ = (ر )x,‏ ض وكذلك دالة التيار ‏ .12 = (ر ,×) 5 يكن التعرف على أن 
النقطتين تمثلان نبع ومصب حيث إن: 





f(z) = log 


Z~1 

z41 

وبفرض أن » = (لإ,») 8 = مقدارا ثابتا فإن خطوط التيار عبارة عن دوائر 
مراكزها على المحور التخيلٍ وجميعها تمر بالنقطتين 1+ ,1- كما في الشكل (7”0) 


A۸ 





S (x, y) = Im. f = arg 





S(,y)=a 


شكل جه 


مثال ۲۹ : 
يمكن اثبات أن الدالة التحليلية : 
f(z) = log (2'-1(‏ 
مطابقة عند جميع النقاط 2 ما عدا النقطتين 1 ,1 (لأن الدالة غير معرفة 
عندهما) وهما تمثلان نبعين وذلك بدراسة خطوط التيار والتي تحدد بايجاد الجزء 
التخيلى من الدالة وتثبيت قيمته أي أن : 
Sk, y) = Im. f = arg (2ُ ~1) =a‏ 
حيث 0 مقدار ثابت وبرسم هذه الدالة نحصل على الشكل :)(Y™‏ 


4 





ارين /ا ‏ ه 


-١‏ جد باستخدام شوارتز ‏ كريستوفل الدالة المطابقة التي تكون خطوط 
التدفق للجزء الحقيقي ها الشكل (۴۷): 


شكل (۳۷) 


))2( = 108 )2 - 1( بين أن الدالة‎ - ١ 
التحليلية والمطابقة عند جميع النقاط باستثناء 1 ,1- وهاتان النقطتان‎ 
" ' تمثلان نبعين ويكون الشكل للدالة التوافقية‎ 

5 (x,y) = Im. f 


= arg (27 — 1( = a 


ک) لي : 


شكل (۳۸) 


1 


۴ - اذا كانت دالة توزيع الجهد الكهربائي في المنطقة الحلالية معرفة بالمعادلة 
(x,y) = A. Re. f(z)‏ 4 


جد ٤)2(‏ ثم جد (ل ,×)۵. 
1 





(x, y) = 1 


شكل (۳۹) 
اقتراح : جد دالة مزدوجة الخطية تنقل المنطقة الملالية الى شريحة مفلا . 


> - جد دالة توافقية ( ,×) + تنقل المنطقة المظللة في الشكل :٠(‏ -أ) الى 
المنطقة المظللة في الشكل ٤٠(‏ ب( وتحقق الشروط المذكورة على الشكل 





409). 
اقتراح : تذكر أن الدالة e E1‏ > = (2)؛ 

تنقل قرص الوحدة الى نفسه وبالاستفادة من الشروط 
(۴)0.6 - = (1)0 


يمكن إيجاد قيمة ج ,3 = ١‏ وبالتالي تحدد (1)2 تماماً ثم جد ( ,») ۾ 


¢ (x,y) = Re. 1)2( = Re. ( E | حيث‎ 


4 





شكل (40 -ب) 
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EVE 


دم يم 


تائهة المصطلحات 


اتجاه سالب Negative orientation‏ 
اتجاه موجب Positive orientation‏ 
اختبار فيرشتراس Weierstrass M-test‏ 
اختبار المقارنة 2 Comparison test ٠‏ 
اختبار النسبة Ratio test‏ 
استقلال عن المسار Independence of path‏ 
اسقاط جغرافي Stereographic projection‏ 
استمرار تحليل Analytic continuation‏ 
أصل المشتفة  Anti-derivative‏ 
السعة الزاوية للعدد 2 Arg‏ 
الفر 32 الر يسي Principal branch‏ 
القيمة الرئيسية Principal value‏ 


Imaginary axis المحور التخيل‎ 
Real axis المحور الحقيقى‎ 


Extended Complex plane المستوي المركب المغلق‎ 
Residue بافي‎ 
Partition تجزئة‎ 
Transformation تحويل‎ 


Vo 


تحويل انسحابي 

تحويل تكبيري 

تحويل خطي 

تحويل دوراني 

تحويل شوارتز - كريستوفل 
تحويل مزدوج الخطية 
تدريج 

تدفق حراري 

ا انل 

تطبيق (دالة) 
تقارب 

تقارب مطلق 
تقارب منتظم 
تقارب موضعي 
00 

نامل اسان 
تكامل مثلثي 
تكامل معتل 

جذر دالة 

جذر عدد مركب 
جذر من الدرجة 10 
جهد (طاقة) 

جهد كهربائي 
جوار 

حاصل ضرب كوشي 
حدود ججموعة 

حقل كهربائي 


حقل متجه غير دوراني 


LV 


Translation transformation 
Magnification transformation 
Linear transformation 
Rotational transformation 
Schwartz-Christoffe! transf. 
Bilinear transformation 
gradient 

Heat flow 

Fluid flow 

Mapping 

Convergence 

Absolute convergence 
Uniform convergence 
Pointwise convergence 
Integral 

Line Integral 
Trigonometric Integral 
Improper Integral 

Zero of a function 

Rool of a complex number 
Zero of order m 

Potential 

Electrostatic potential 
Neighbor hood 

Cauchy product 


boundary of a set 
Electric field 


Vector Field 


Irrotational vector field 


حلقة 

خط مضلع 
خطوط التيار 
خطوط القوة 
خواص موضعية 
دائرة التقارب 

دالة 

دالة التيار 

دالة الحيب 

دالة أسية 

دالة تحليلية 

دالة توافقية 

دالة جیبتمام 

دالة دورية 

دالة عكسية 

دالة كلية 

دالة متعددة القيمة 
دالة مثلثية 

دالة مطابقة (مشاتلة) 
دالة نسبية 
لرا 
سرعة الجهد 

سا اة 

د كوي 

شكل قطي 

صورة 

صبخة ديوافر 
صيغة كوشي للتكامل 


EVV 


Conservative vector field 
loop 

Polygonal line 

Stream lines 

Force lines 

Local Properties 

Circle of convergence 
Function 

Stream function 

Sine function 
Exponential function 
Analytic function 
Harmonic Function 
Cosine function 
Periodic function 
Inverse function 

Entire function 
Multiple-valued function 
Trigonometric function 
Conformal function 
Rational Function 


one to one function 
velocity potential 
Argument 

Chauchy criterion 
polar form 

Image 

De Moivre’s formula 


Cauchy Integral formula 


صيغة كوشي للتكامل العامة 
طول كانتور 

عدد تخيل خالص 
0 

ع مركب 

فرع 

فصل الفرع 

قانون السلسلة 

قانون القيمة العظمى 
قانون لوپیتال 

قرص 

قرص مغلق 

قرص مفتوح 

فط 

قوة مركبة 

قوى 

قيمة كوشي الرئيسة 
كانتور (مسار) 
كانتور مغلق 

كانتور مغلق وبسيط 
كانتور مفتوح 

كانتور موجب الاتجاه 
كثيرة حدود 

لا هاية (الرمز ©) 
لوغاريتم 

متباينة المثلث ' 
متتالية 


Generalized Cauchy Integral formula 
Length of a Contour 

Pure Imaginary number 
Real Number 

Complex Number 

branch 

branch cut 

chain rule 

Maximum Modulus Principle 
L’Hopital rule 

disc 

closed disc. 

open disc 

pole 

simple pole 

complex power 

power 

Cauchy Principal value 
Absolute value 

contour 

closed contour 

simple closed contour 
open contour 

positively oriented contour 
polynomial 

infinity 

Logarithm 

Triangular Inequality 


Sequence 


¥۸ 


متتالية تقاربية 
متتالية كوشي 
متساوية الحهد 
متساوية الحرارة 
متسلسلة , 
متسلسلة القوى 
متسلسلة تايلور 
متسلسلة تباعدية 
متسلسلة تقاربية 
متسلسلة كوشي 
م رانف 
متسلسلة ماكلورين 
متسلسلة هندسية 
مترابط 

متصل 

جال 

محال تعريف الدالة 
محال مترابط ترابطاً بسيطاً 
جال متعدد الترابط 
جموع جزئي 
جموعة غير حددة 
مجموعة محدودة 
مجموعة مغلقة 
جموعة مفتوحة 
مدى الدالة 

مرافق 

مرافق توافقي 
مرافق مركب 
مشئقة 


معادلة لابلاس 


۹ 


Convergent sequence 
Cauchy sequence 
vector 

Equipotential 
Isothermal 

Series 

Power series 

Taylor series 
divergent series 
Convergent series 
Cauchy series 
Laurent Series 
Maclaurin Series 
geometric series 
Connected 
Continuous 

Domain 

Domain of definition 
Simply connected domain 
Multiply connected domain 
partial sum 

sum of a series 
unbounded set 
Bounded set 

closed set 

open set 

Range of function 
Conjugate 
Harmonic Conjugate 
Complex conjugate 
Derivative 


Laplace Equation 


parametric equations معادلات وسيطية‎ 


معادلتى كوشى - ريمان Cauchy-Riemann equations‏ 
کل يجمو: ع Complement of a set‏ 
منحني (قوس) are‏ 
منحنی (مسار) ممهد Smooth curve‏ 
ممهد الاجزاء Piece-wise smooth curve‏ 
ل مهد موجه Directed Smooth curve‏ 
ات المستوى Level curves‏ 
منطقة Region‏ 
منطقة مغلقة Closed Region‏ 
منطقة مفتوحة open Region‏ 
منطقة خارجية للمنحنى Exterior of a curve‏ 
منطقة داخلية للمنحني Interior of a curve‏ 
نظرية تطبيق ريمان Riemann Mapping Lemma‏ 
نظرية جرين Green Theorem‏ 
نظرية شوارتز Schwartz Lemma‏ 
نظرية كوشي للباقي Cauchy Residue Theorem‏ 
نظرية كوشى للتكامل Cauchy Integral Theorem‏ 
نظرية ليو فل Lieouville theorem‏ 
نظرية موريرا Morera Theorem‏ 
نصف قطر التقارب Radius of convergence‏ 
نقطة انفصال قابلة للازالة Removable discontinuity‏ 
نقطة تجمع accumulation point‏ 
نقطة حدودية Bounday Point‏ 
نقطة خارجية Exerior Point‏ 
نقطة داخلية Interior Point‏ 
نقطة متفردة Singular point‏ 
نقطة متفردة لازمة Essential singular point‏ 
نقطة متفردة قابلة للازالة Removable singularity‏ 
نهاية Limit‏ 
وسيط . parameter‏ 


كت 


